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利用加耗散项的方法
,
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s
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方程的无条件稳定的显式与半显式差分格
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高阶 sc h r 6di n g 盯 方程在量子力学
、

非线性光学及流体力学中有着广泛的应用
,
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为更好地研究更一般的高阶
s chr 6di ng e r

方程的差分解法
,

有必要深入研究模型方程 ( l) 的差

分解法
.

然而
,

E ul e r 显式格式是无条件不稳定的
;
蛙跳格式 (Ri ch ar d s o n

格式 )虽是条件稳定

的显式格式
,

但稳定性条件
r 一 k /h 如簇 1/2 如 (k

, h 分别为时间及空间方向步长 )
,

随着方程阶数

Zm 的增加而变得越来越苛刻
;而 E ul er 隐式格式虽是无条件稳定

,

但需解祸合方程组
,

计算量

较大
.

因此
,

寻找方程 ( 1) 的无条件稳定的显式或半显式格式便具有十分重要的理论意义和明

显的实用价值
.

为此
,

我们利用加耗散项的方法
〔2一 , 〕 ,

即在方程 ( l) 中的右端加入耗散项 R 使之成为

擎一 i ( 一 1 ) ”

优

挤
碗 u

.

_

丁二二 十 K ,

伏乙
“~

( 2 )

通过适当选取参数构造了无条件稳定的显式及半显式差分格式
,

包含了 m ~ l 时 sc h r 6d in ge r

方程的已有差分格式
〔卜

3 ,
.

数值例子表明本文所构造的格式是有效的
,

进一步研究表 明它们还

可推广去解更一般的非线性的高阶
s ch r 6di n ge r

方程
,

对此将另文讨论
.

今后将用 F。盯 ie r
分

析法研究差分格式的稳定性
,

为此需要如下的准 则
.

M川e r 准则
〔“

复系数
, :
次多项式 厂(z ) 一 a 。+ a , z + ⋯ + a 。

扩 (a
,

护 0) 的所有根按模小于

,
本文 199 5一0 5一2 7 收到

;
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等于 1 的充要条件是 f
’

(0 )f (z) 三 f (0) f
’

(z)
,

且 f’ (z) 只有按模小于等于 1 的根
,

其中

广 (z ) 一 压
,

+ 瓦
_ , z + ⋯ + 瓦扩

.

我们将分别用 k
,

h 表示时间 t 及空间 x 方 向的步长
,

川 为 u( jIz
, , :

k) 的差分逼近
,

占少表示

x 方向的 Zm 阶中心差分算子
, r 一 k / h“表示 网格比

.

恒稳的两层半显式格式

(1 ) 耗散项 尺一 (· + i, )llr
磊
及其相应的两层的半显式格式有下面 2 类

,

即

一顶 , 一 一 认 一 l 夕
飞碑蔽

一

十 、a 十 甲 少n r 一一一一一- 一澳丙丫
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哎三箭‘
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。

豁
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生
~
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·

(3 )

(4 )

不难计算
,

上述两格式的截断误差均为 O (k + 矿十k /ll ) ; 当 k ~ o( h) 时
,

它相容于方程 (1)
.

格式 (3) 的特征方程的根为

泞~
弋l 一 ar (1 一 e o s 6 h ) + 召r s in oh } + ir 丈2

”
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记 N

一 D
(5 )

由于 右的分子和分母的实部相同
,

若要 }钊镇 1
,

只要 I,n N
,

毛I,n D
Z ,

即只要 2
‘

(l 一 c os oll)
,
一 2 [口

( 1一 e o soh )+ a s in oh〕毛 0
.

取
a ~ o

,

上式成为 2
”一 ‘(1一 e o s oh )

’一 ‘

簇卢二 因此只要取 夕) 2
2 ‘, 一 ‘, ,

上式便恒成立
.

于是有如下定理
.

定理 l 若
a 一 o

,

月) 2z(
’ 一‘’ ,

则半显式格式 (3) 绝对稳定
;
若

a 一 o
,

夕簇 一 2z(
‘一 ‘, ,

则半显式

格式 (4) 绝对稳定
.

容易看 出
,

当 m ~ 1 时
,

若在 (3) 式中取
a 一 。

,

口一 1
,

在 (4) 式 中取
a 一 。

,

夕- 一 l
,

则此时均

为 L ar ki n
修改

〔5 ,
.

由 L a rk in 修改得到了抛物型方程的绝对稳定的半显式格式
,

同时也适用于

高阶
s eh r 6d in g e r

方程 (1 )
.
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其截断误差为 O (k + 尸 )
,

当 k ~ o( }l) 时
,

它也相容于方程 (1)
.

它的放大矩阵为

G ~
(1 + 4 a r s Z

) + i4 r sZ
(夕+ (4

5 2
)
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Z
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其 中 : 一 S in (浙 /2 )
,

由于分子和分母的实部相同
,

若要 }引镇 1
,

只要 I,n N
“

簇几D
”

.

+ (2 、)
2 ‘一 2

镇。
,

上式对任意实数
a 及 夕镇一 2 2” 一 3

都成立
.

因此有

定理 2 对任意实数
a ,

半显式格式 (6 )(m 妻2) 当 月镇一 2
2”一 ,

时绝对稳定
.

(7 )

因此只要 2月

注意
,

当 m ~ 1 时
,

取 “一。
,

月~ 一 1 /2 时格式 (6) 恒稳
,

但它为隐式格式
;
特别地当

a ~ 0
,

刀
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一 一 l/ 2 时即为 C r a n k
一

N ie o ls o n 格式

2 恒稳的三层显式格式
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其截断误差为 O (矿 + 矿十 (k /h )
“
)

,

当 k一 o( IJ) 时
,

它也相容于方程 (1)
.

其相应的特征方程为

f 必) = (1 + 12夕
r

婿
2
一 iZr

[2夕+ (4 5 2
)
”

j宁一 (1 一 12夕r ) = 0
.

(9 )

易证 f (o )f
‘

(泞)三f
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(0 )f 传 )
,
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‘
(子)= o 的根为 子= ir (2夕+ (4 5 2

)
”
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r
)

,

其中
: ~ s in
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.

若要 l子l镇 1
,
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)
”
)
“r Z

簇 1 + 4夕
2 r 2 ,

即
r Z

(4月+ (4 5 2
)
”
)(45 2

)’镇 l
,

上式 当 夕

簇一 4’一 ‘

时恒成立
.

此时方程 (9) 有一对模为 1 的共扼复根 宁
; ,

宁
: ,

因而
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于是有下面的定理 3.

定理 3 三层显式格式 (8 )当 月镇一 4‘ 一‘时绝对稳定
.

当 m = l
,

夕= 一 1 时
,

式 (8 )恰为 D u fo r t
一

F r a n k e l格式
.

因此
,

定理 3 包含了 D
一

F 型格式
.

但 当 m ) 2 时的 D
一

F 型格式则不满足稳定性条件
.

事实上
,

这 时 心 的系数和为 (一 1 )
’
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,
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·

数值例子

考虑如下的周期初值问题
,

即

iu
:

十 u 二。 = 0 (x 任 尺
,
t > 0 )

,

5 厂二
一 , ,

二
、 . ,

一
, 、 、

赵 气工
, o 少 = 几万 犷 乙 弋1 州卜 l ) S ln 工 又工 匕 八少

乙 { (1 0 )

u (x + 2 冗
, t ) = u (x

,
t ) (x 任 R

, t
)

o )
,

其精确解为

U ‘X
,
。, 一 se x p (“‘ + 晋

, , s‘n x
(1 1 )

为节 省篇幅
,

我们仅计算三层显式格式 (8 )与蛙跳格式 (即 R ieh a r d s o n
格式 )

,

即
u 叶

‘
一 试一 1

.
_

_

a势酬
一

- 一 ; 二; -

一
一 l( 一 1 )

’【,

长一二二
乙龙 , 乙“

,
(1 2 )

其截断误差为 O (k
2

+ 矿 )
,

稳定性条件为
: 板 1 /2 枷

.

计算结果列于附表
,

以便比较
,

同时列 出半

个周期仁。
,

司的数值误差值
.

附表中的三层格式
,

第一层的网格函数值均 按精确值进行计算
,

数值计算结果表明理论分析是正确的
.

附表 差分格式误差 luI
Z 一 !衅 1

2 (N 二 2 0 0 0) 比较 ¹

蛙跳格式 ( 14 ) 恒稳的三层显式格式 ( 8 ) (夕一 一 4)

6 X 10 一 4

0
.

0 61 6< l / 1 6

0
.

0 0 0 0 16 4 6

1 0 一 3

0
.

10 2 7

8 又 10 一 3 10 一 2

0
.

822 8 1
.

0 27

二 / 10 一 0
.

0 0 0 0 30 39 0
.

0 0 0 0 3 0 23 一 0 0 0 3 6 0 4 7 0
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续附表

蛙跳格式 (1 4 ) 恒稳的三层显式格式 (8 )(夕一 一 4)

6 X 1 0 一
4

1 0 一 3 8 火 1 0 一 3 1 0 一 2

0
.

0 6 1 6< 1 / 1 6 0
.

1 0 2 7 0
.

8 2 2 8 1
.

0 2 7

2 7t / 1 0 0
.

0 0 0 0 5 9 5 6 一 0
.

0 0 0 1 1 0 0 1 0
.

0 0 0 1 0 9 4 3 一 0
.

0 1 3 0 4 1 8 2

3 礼 / 1 0 0
.

0 0 0 1 1 2 9 0 一 0
.

0 0 0 2 0 8 4 7 0
.

0 0 0 2 0 7 3 5 一 0
,

0 2 4 7 0 6 7 6

4 7t / 1 0 0
.

0 0 0 1 5 6 1 1 一 0
.

0 0 0 2 88 1 3 0
.

0 0 0 2 8 6 6 0 一 0
.

3 4 1 1 4 4 0 7

5二八 0 0
.

0 0 0 1 7 2 3 7 一 0
.

0 0 0 3 1 8 5 6 0
.

0 0 0 3 1 6 8 5 一 0
.

0 3 7 7 4 8 7 2

6二 / 1 0 0
.

0 0 0 1 5 5 9 6 一 0
.

0 0 0 2 8 8 1 8 0
.

0 0 0 2 8 6 5 9 一 0
.

3 4 1 1 4 4 0 4

7二 / 1 0 0
.

0 0 0 1 1 2 9 1 一 0
.

0 0 0 2 0 8 5 2 0
.

0 0 0 2 0 7 4 3 一 0
.

0 2 4 7 0 6 8 0

8二 / 1 0 0
.

0 0 0 0 5 9 6 4 一 0
.

0 0 0 1 0 9 9 7 0
.

0 0 0 1 0 9 5 5 一 0
.

0 1 3 0 4 1 86

9二八 0 0
.

0 0 0 0 1 6 5 2 一 0
.

0 0 0 0 3 0 3 4 0
.

0 0 0 3 0 3 5 一 0
.

0 0 3 6 0 4 6 5

兀 0 0 七 0

¹ 本表取 h ~ 二 /1 。
, r 一k /丫 ;若取 k一 10

一 ’ ,

则 1/ 16< r < 1 /8 ;
当 N 二25 时

,

蛙跳格式 ( 14 ) 溢出
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