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货郎担问题的新解法及其算法设计
‘

张 银 明

(华侨大学电子工程系
,

泉州 3 6 20 1 1)

摘要 货郎担问题是运筹学中的一个著名命题
,

目前使用分技定界法及动态规划方法求解
.

本文

介绍使用元素判别值进行求解的新方法及其算法设计和程序实现
,

它比现行方法简易有效
.

关键词 运筹学
,

货郎担问题
,

元素判别值
,

算法设计

分类号 0 22

货郎担问题一般可归结为
:

有
n
个城市 A

: ,

A
: ,

⋯
,

A
, .

已知从 A
‘

城到 A ,
城的旅费或距离

为 C , ,

得
n
阶矩阵 C 一 (c

‘, )
.

货郎从某城出发
,

遍历其它
n 一 1 个城市各一次

,

最后返 回出发

点
.

求总旅费最少 (或总距离最短 )的路径
.

令

_
牙
‘

,

若从 入

{0
,

若从 A
、

城到 A ,
城

;

城不到 A ,
城

.

则问题的数学模 型为

m in Z 一 艺 艺C 心x ‘, ,

止带 lj 尝 1

其约束条件为
:

(1) 从 A
‘

城不到 A
‘

城
,

即 浅
、
一。 (i 一 1

,

2
,

⋯

(1 )

, n ) ; (2 ) 恰有一次到达 A
,

城
,

即

艺x ‘, = l (j~ 1
,

2
,

⋯
, n ) ; (3 ) 恰有一次离开 A

‘

城
,

即 艺 x ‘, = 1 (i~ l , 2
,

⋯
, n ) ; (4 ) 避免出现

f ~ 1

k 一 l 个城的闭回路
,

即 x ‘, ‘:

+ x 份 3

+ ⋯ + x 、_ , 、,

镇k 一 2, 其中 k ~ 1
,

2
,

⋯
, 、 ; i , ,

⋯
,

i卜
1

两两不相

等
; (5 ) x ‘,

= o 或 1 (i
,

j= l
,

2
,

⋯
, n )

.

这就是著 名的货郎担 问题的一般化模型
.

目前用于该问题求解的方法有分技定界法和在
n
不大时求解的动态规划方法

〔。
.

但 因为方法的极限性
,

故在算法上还有许多问题
.

作者研究

的元素判别值分配法
〔2〕 ,

可用于货郎担问题的求解
,

且一次求解便可取得最 优解
.

这是一种具

有创新性和通用性的方法
.

1 定义及其数学模型

使用元素判别值求解货郎担问题 的关键在于计算元素判别值及制定分配原则
.

1
.

1 定义及其数学模型

定义 1 由四个元素 xi
, ,

x ‘
,

j+
* ,

x 汁L. , ,
x 汁 l.. 、

。

为顶点所组成的闭合回路
,

称为矩形 回路
.

,
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其中 i
,

j~ 1
,

2. 二
, n ; 1 一 i簇L 簇 n 一 i且 L护o ; 1 一j镇k簇 n 一j 且 k护0( 下同 )

.

设 △x ‘,

一 C , 一 c
‘

.

, + *

+ c
‘+ :

.

j+
*
一 c

‘十 :
.

, ,

那么称酝
i,
为元素 禹,

在矩形 回路 姜
,
一 x ‘

.

j+
*
一

x ‘

+L
·

什
‘
一 x ‘+ :

,

,

的检验数
.

定义 2 在
。 x 。

阶矩阵中
,

以 x ‘,为顶点的全部矩形回路中
,

其检验数小于零的个数
,

称为

元素 x ‘,
的判别值

.

任一元素 x ‘, ,

以它为顶点的所有矩形回路有(n 一 1)
2

个
,

因而它的判别值可能取值为

(n 一 1 )
“

.

如果定义函数

「1
,

人(△
,

2了‘, ) ~ 弓
LO

,

当 △x i, < O ;

当 此
心
) 0.

那么
,

若以 d x 。表示元素 x 。的判别值
,

则
(月一 1 ) (月一 1 )

d x ‘, = 艺 fs (戈
、,
)

( . 一 1 )
-

= 艺 fs (C
、j 一 C

、
.

, + ,

+ C汁
:

,

z+ 。 一 C汁
:

.

,
)

,

0 ~

(2 )

式 (2) 便是元素判别值的数学模型
.

.

2 求解原则

原则 1 按照元素判别值的大小顺序选取城市
,

其判别值越大优先级越高
.

原则 2 若元素的判别值相同
,

则其旅 费 (或距离 )越小
,

相应的优先级越高
;如旅费 (或距

离 )也相同
,

便按元素的下标顺序确定
.

原则 3 当元素 x 。
被选中

,

则第 i 行
、

第 j列的所有元素及 x 万便失去被选取权

2 货郎担问题的求解

若用人工使用元素判别值求解货郎担间题
,

则其求解步骤可归结如下
:

(I) 列 出货郎担间题的初始求解表
;

(2) 计算各元素的判别值 d x 。 ;

(3) 按照求解原则进行求解
;

(4) 计算旅 费(或距离 ) ;

(5) 给 出最优方案
.

现 以钱颂迪 教授 主编 的《运 筹学 》

圣7 货郎担问题中的例子来说明新解

法 的求解方法
〔3〕

.

该例有四个城市
,

其

距离如图 1 所示
.

下面介绍用元素判别值求解的过

程
.

城城 市市 城市 111
.

城市 222 城市 333 城市 444

城城市 lll 000 888 555 666

城城市 222 666 000 888 555

城城市 333 777 999 000 555

城城市 444 999 777 888 000

图 1 城市间距离表

(l) 建立货郎担问题求解初始图
,

如图 2 所示
.

各元素 x ij
左上方小格中的数字表示距离

.

(2) 计算元素判别值 d x ‘,
(l’

,

j~ l
,

2
,

⋯

改为足够大的正数 M
,

此以co 表示
.

由于

以 xl
:

为例
,

说明元素判别值的计算方法
.

,

4 )
.

由于不许货郎从 i城到 i城
,

因而可将 c
i。

一 o

一 4
,

故元素判别值的取值范围为 O一 9
.

下面不妨

现简述如下
.
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城城 市市 城市 lll 城市 222 城市 333 城市 444 城市数数

城城市 111 C 喊二二二
88888 55555 66666 lll

城城市 222 66666 00000 88888 55555 lll

城城市 333 77777 99999 00000 55555 111

城城市 444 99999 77777 88888 00000 111

城城市数数 lll lll lll 111 444

444444444444444

矩 形 回 路 人(△义
‘,
)

工 1艺
一工

2 2
一刃

2 1
一 x l i

丈 一么
一 文2 2

一工
2 3
一工

1 3

工 1 2
一 工z 艺

一工
2 4
一工

一‘

x z Z一 x 3 2
一 x 3 1

一 x z l

工 1 2
一 劣 32

一工
3 3
一工

2 3 0

工 2 2
一工

32
一工

3屯
一 x z 4

工 1 2
一工

4艺
一主

峨1
一工

l x

X ” 一 X 42 一 X 43 一 X 13

图 2 贷郎担间题求解初始图

检 验 数

8 一M + 6 一M < 0

8 一M + 8 一 5 < 0

8 一M + 5 一 6 < 0

8 一 9 + 7 一M < 0

8 一 9 + M 一 5 > 0

8 一 9 + 5 一 6 < 0

8 一 7 + 9 一M < 0

8 一 7 + 8 一 5 > 0

8 一 7 + M一 6 > O

0

工 2 2
一 x ‘2

一 x 咭‘
一工

1 4

9

0

因而
,

dxl
:
一 艺关(七

‘,

)一 6
.

类似的可计算其他各元素的判别值
,

如图 3 各元素右下方格所示
.

‘ ~ 1

城城 市市 城市 111 城市 222 城市 333 城市 444 城市数数

城城市 111 C .二二二
88888 55555 66666 l

,,

朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴朴
(1 )))00000000000 66666 77777 55555

城城市 222 66666 阅 {
x 2 222 88888 55555

*

{
3 )))

77777777777 ())))) 55555 fiiiii

城城市 333 77777 9

⋯
x 3 222 f) 习习习 55555 二

{
2 )))

66666666666 55555 00000 77777

城城市 444 99999 77777 88888
( )习习习

lll

资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资资
(4 )))55555555555 77777 66666 00000

城城市数数
*

:
3 )))

*

{
、)))

*

:
, )))

*

{
2 ))) 444

444444444444444

图 3 贷郎担问题一元素判别值求解分观图

(3 ) 按元素判别值及分配原则进行求解
.

由图 3 可见
,

判别值最大为 7
,

且有 4 个元素
.

它们是 xl
3 ,

截
; ,

肠
4

及 八
: ,

而距离 以 5 为最小
,

且 xl
3

在前
,

所以置 xl
3
一 1

,

同时
,

给第 1 行及第

3 列设志 二 (1 )
,

并给 与
1

标上 ( 关 )
.

余下 3 个元素判别值为 7 的元素中
,

以 与
‘

的距离最小
,

则

置 几
;
一 1

.

同样置第 3 行及第 4 列的标志为
* (2)

,

并给 x4
3

标上 ( , )
.

在 八
l

和 八
:

中
,
x 。距离

最小
,

则 八
1
~ 1

.

给第 2 行及第 l 列标上
*

(3)
,

且置 xl
:

为 ( 二 )
.

现在仅余下第 4 行第 2 列
,

置 八
:
~ 1

.

给第 4 行及第 2 列标上
, (4)

.

至此
,

已求解完毕
.
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(4) 计算旅行方案的距离
,

该方案的最短距离为 C
1 3

+ 几
,

+ c
3 4

+ C4
2
~ 5 + 6 + 5 + 7 一 23

.

(5) 旅行路线则为城市 1 ~ 城市 3~ 城市 4 ~ 城市 2~ 城市 1
.

这些结果同原书使用动态规划求解的结果是完全一致的
.

为说明元 素判别值求解法 的可行和有

效
,

不妨再举一例
,

即吴文江等教授编著的

《实用数学规划 》第七章第 四节货郎问题中

所举的例题
.

该题有 5 个城市
,

城间旅费

如图 4 所示 (C
1 3
一 0

,

原例如此 )
.

现 介 绍用 元素判别值分 配 法求解 过

程
.

(l ) 列 出求解初始 图如图 5 所示
.

城城 市市 城市 111 城市 222 城市 333 城市 444 城市 555

城城市 lll 000 222 000 666 lll

城城市 222 111 000 444 444 222

城城市 333 555 333 ())) 111 555

城城市 444 444 777 222 000 lll

城城市 555 222 666 333 666 000

图 4 城市间的旅费

城城 市市 城市 111 城市 222 城市 333 城市 444 城市 555 城市数数

城城市 lll 00000 22222 00000 66666 lllll lll

城城市 222 lllll 00000 44444 44444 22222 111

城城市 333 55555 33333 OOOOO lllll 55555 lll

城城市 444 44444 77777 22222 OOOOO 11111 lll

城城市 555 22222 66666 33333 66666 00000 111

城城市数数 111 lll lll 111 111 444

44444444444444444

图 5 贷郎担间题求解初始图

(2) 按数学模型 (2) 计算各元素的判别值 d x o
.

由于计算简易
,

可用 口 算
,

因而不再详述
.

其结果填入图 6 各元素的右下小格之中
.

城城 市市 城市 111 城市 222 城市 333 城市 444 城市 555 城市数数

城城市 lll C, 口口口 22222 00000 66666 lllll ,

{
4 )))

00000000000 l22222 l 11111 77777 1 OOOOO

城城市 222 11111
C 减二二 x 2222 44444 44444 22222

,

{
2 )))

lllllll 222

{
。。。 77777 l 11111 1 00000

城城市 333 55555 33333 二K 〕〕〕 lllll 55555 *

:
1 )))

88888888888 l lllll 00000 1 33333 88888

城城市 444 44444 77777 22222 公JJJJJ lllll *

{
3 )))

88888888888 88888 l22222 00000 l22222

城城市 555 22222 66666 33333 66666 仁心心心 ,

{
5 )))

1111111 lllll 99999 l00000 99999 00000

城城市数数
*

{
2 )))

,

{
5 )))

,

{
4 )))

*

{
1 ))) lll 555

关关关关关关关
(3 ))) 555

图 6 贷郎担问题求解分配图

(3 ) 求解
.

d x 3 ;
~ 13 为最大

.

置 与
‘
一 1

.

并作相应标志
.

xl
: ,

赴
1 ,

八
3 ,

八
。

的判别值皆为 12

其 c
: l

和 c
4 。

最 省
,

由于 处
,

在前

判别值为 12 的元素中
,
x l :

,

故置 为
,
一 1

.

第 2 行
、

第 1 列及 x l :

作相应标志
.

及 八
3

已失去分配权
,

只余下 从
5 ,

故八
5
~ 1

.

并给第 4 行
、

第 5 列
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及 丸
‘

作标志
.

余下未分配的元素中
,

判别值最大为 1 1
,

而旅 费最省为 口
3
~ 。

.

故置 xl
3
一 1

,

且

作相应标志
.

最后 只剩下 x 52 有分配或被选取权
,

则置 几
:
一 1

.

至此 已求解完成
,

其结果由图 6

给出
.

(4 ) 旅行总费用为 C
1 3

+ C
3 ;

+ C
4 5

+ C
5 2

+ C
Z :

= 9
.

(5 ) 旅行路线为城市 1~ 城市 3~ 城市 4 ~ 城市 5~ 城市 2~ 城市 1
.

其结果也与原书一致
,

但原书由于使用分技定界法
,

显得较复杂
.

3 算法设计

使用元素判别值求解货郎担问题可由程序实现
,

其相应算法简述如下
:

(l) 输入城市数目
n
及城市名称冷CN (i) (i 一 1

,

⋯
,

n) ;

(2 ) 输入城市间距离或旅费。C (i
,

j) (z’
,

j一 1
,

⋯
,

n)
;

(3) 置 C (t’
,

i) 为一个足够大的正数
,

则

入了冷C (i
,

i )
,

i ~ 1
,

2
,

⋯
, n ;

(4) 按公式 (2) 计算元素判别值
,

则
(月一

) 2

艺 fs (C
‘,

一 C
‘+ :

.

, + C
, + :

,

, + *
一 C

‘
.

, + *
)=> d y (i

,

j)

其中 i
,

j ~ 1
,

2
,

⋯
, n ; 1 一 i簇L 毛 n 一 i且 五护 0 ; 1 一j毛k簇 n 一j 且 k护 。;

(5 ) O冷 A (i
,

j)
,

l=> A (i
, n + 1 )

,

l”A (n + 1
.

1)
,

i
,

j~ 1
,

2
,

⋯
, ,‘;

(6) A (i
, n + l) 或 A (n + 1

,

i) 中尚有大于 。的元素 ? 如有则执行 (7)
,

否则转飞9 ) ;

(7 ) 从 尚未标志的行
、

列及元素中选取元素判别值最大的元素
;如有多个便选取距离或旅

费最小者
;
若仍有同值者

,

则按下标顺序选取第一个
,

其下标分别送 i ,

及 j
, ;

(s ) l冷八 (i
, ,

j
,
)

,

o=> 八 (i
, , n + l )

,

o” A (
, ,

+ l
,

j
,
)

,

而且给 A (j
l ,

i ;
)

,

标上标志
“ ‘ ” ;

转

(6 ) ;

(9) 计算旅行的路程总距离或总费用
;

(1 0) 给出旅行路线
;

(1 1) 存贮结果及数据
;

(1 2 ) 结束
.

根据以上算法在微机上使用 FO X BA S E 所编制的程序系统
.

这包括输入
、

维护
、

查询
、

计

算及输 出等功能模块
,

称为《元素判别值求解货郎担间题系统 》
.

该系统用于求解第一个例题
,

可输 出如下结果
:

《货郎担间题新解法—元素判别值分配法》

问题名称
:

运筹学修订版例题

城市点数 目
:

4 个 城市名称为

城市 1 ;

城市 2 ; 城市 3 ;

城市 4 ;

城市之间的距离或旅费为

2 4 : : 1二 0
.

0 0 ; 8
.

0 0 ; 5
.

0 0 ; 6
.

0 0 ;

2 4
: : 2 => 6

.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 8
.

0 0 ; 5
.

0 0 ;

2 4 : : 3二 7
.

0 0 ; 9
.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 5
.

0 0 ;

2 4 : : 4二 9
.

0 0 ; 7
.

0 0 ; 8
.

0 0 ; 0
.

0 0 ;
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( ,
)(

, )二 元素判别值
,

V l l ~ 0 ; V 1 2 = 6 ; V 1 3 = 7 ; V 1 4 = 5 ;

V ZI = 7 ; V 2 2 = 0 ; V 2 3 = 5 ; V 2 4 一 6 ;

V 3 1 一 6 ; V 3 2 = 5 ; V 3 3 ~ O ; V 3 4 = 7 ;

V 4 1 = 5 ; V 4 2 = 7 ; V 4 3 = 6 ; V 4 4 二 0 ;

调配方案如下
:

起点城市名称 终点城市名称 调配数量

城市 1 冷 城市 3 1

城市 3 => 城市 4 1

城市 4 二 城市 2 1

城市 2 冷 城市 1 1

最省耗费为 23
·

00

计算与调配所需时间
:

开始时间
:
1 8 : 3 6

:
4 9 结束时间

:

18
,

37
,

03

同样
,

用于求解第二个例题
,

其结果为

《货郎担问题新解法—元素判别值分配法》

间题名称
:

实用数学规划例题

城市点数目
:

5 个 城市名称为

城市 1 ,

城市 2 ;

城市 3 ;
城市 4 ;

城市 5 ;

城市之间的距离或旅费为

2 3 : :
1=> 0

.

0 0 ; 2
.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 6
.

0 0 ; 1
.

0 0 ;

2 3
: :

2=> 1
.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 4
.

0 0 ; 4
.

0 0 ; 2
.

0 0 ;

2 3
: : 3二 5

.

0 0 ; 3
.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 1
.

0 0 ; 5
.

0 0 ;

2 3
: : 4 => 4

.

0 0 ; 7
.

0 0 ; 2
.

0 0 ; 0
.

0 0 ; 1
.

0 0 ;

2 3 : : 5=> 2
.

0 0 ; 6
.

0 0 ; 3
.

0 0 ; 6
.

0 0 ; 0
.

0 0 ;

( * )( * )一 元素判别值
:

V l l一 0 ; V 1 2 = 1 2 ; V 1 3 = 1 1 ; V 1 4 一 7 ; V 1 5 = 1 0 ;

V 2 1 一 1 2 ; V 2 2 = 0 ; V 2 3 = 7 ; V 2 4 ~ 1 1 ; V 2 5 一 1 0 ;

V 3 1 一 8 ; V 3 2 ~ 1 1 ; V 3 3 = O ; V 3 4 = 1 3 ; V 3 5 = 8 ;

V 4 1 ~ 8 ; V 4 2一 8 ; V 4 3 = 1 2 ; V 4 4 = 0 ; V 4 5 ~ 1 2 ;

V s l一 1 2 ; V 5 2 一 9 ; V 5 3 = 1 0 ; V 5 4 = 9 ; V 5 5 = 0 ;

调配方案如下
:

起点城市名称 终点城市名称 调配数量

城市 l => 城市 3 1

城市 3 二 城市 4 1

城市 4 => 城市 5 1

城市 5 => 城市 2 1

城市 2 二 城市 1 1

最省耗费为 9. 00

计算与调配所需时间
:

开始时间
:
1 8 : 3 6 :

22 结束时间
:

18
,

36
,

49

从上述二例可看出
,

所求的最佳旅行路线与耗费皆同原书一致
,

也同手工求解一致
.

而所

花时间分别为 1 4 5 和 27 5
.

虽然因限于运行环境
,

速度较慢
,

但说明该算法和程序是可行和有

效的
,



4 5 0 华 侨 大 学 学 报 (自然 科 学 版 ) 1 9 9 5 年

4 结束语

元素判别值求解法为货郎担 问题 的求解找到一个简易
、

可行和有效的新方法
.

使用该方

法不但可以求解货郎担问题
,

还可以求解调运问题及部分 指派问题
.

它要成为一种通用的求

解方法
,

关键在于元素判别值
,

故对它 的进一步研究不仅有理论上的意义
,

而且有实用价值
.
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A b s tr a e t A s a fa m o u s p r o p o s it io n in o p e r a tio n r e s e a r e h
, t r a v e llin g sa le s m a n p r o b le m 15 s o lv ed b y b r a n e h

b o u n d m e th o d a n d th e m e t ho d o f d y n a m ie p r o g r a m m in g a t p r e s e n t
.

T h e a u th o r p r o p o s e s a n e w m e th o d o f e l
-

e m e n t d is e rim in a t io n v a lu e w it h it s a lg o r ith m d e s ig n a n d p r o g r a m e x e e u tio n
.

T h e n e w m e th o d 15 p r o v e d to b e

s im p le r a n d m o r e e ffie ie n t th a n t he e x is tin g o n e s
.

K e yw o r d s o p e r a tio n r e s e a r e h
, t r a v e llin g s a le s m an p r o b le m

, e le m e n t dise r im in a tio n v a lu e , a lg o rithm d e sig n


