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‘
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,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 根据能量原理
,

借助于变分法导出一个考虑薄壁杆件扭转和翘曲变形影响的侧向稳定特征

方程
.

利用 G al er ki n 加权余量法计算简支
、

跨 中点荷载的开洞薄壁杆件的临界荷载
.

关键词 侧向稳定
,

薄壁杆件
,

加权余量

分类号 T U 3 2 3
.

0 1

跨度中间无侧 向支撑的薄 壁杆件
,

如果横 向点荷载施加在抗弯刚度比其侧向抗弯刚度和

抗扭刚度又大得多的弯曲平面 内
,

就可能先于强度破坏而丧失稳定
.

失稳时
,

除了产生弯 曲变

形外
,

主要还产生扭转和翘曲变形
.

因此
,

薄壁杆件的侧向稳定问题不同于古典 E ul er 稳定理

论
,

比一般杆件 的侧向稳定更为复杂
.

因为薄壁杆件 日益广泛应用在高层建筑
、

桥梁等土木工程上
,

它的稳定 问题更为突出
.

过

去
,

大量的研究工作集中在薄壁杆件的轴压和纯弯稳定问题上
,

对它的侧向稳定研究相对少了

点
.

在众多的分析方法 中
,

有限单元法至 今被认为能有效 地计算薄壁杆件失稳时的 临界荷

载
〔1一 3 ,

.

但是
,

这种方法需要大容量 的计算机和较长的计算机运行时间
,

限 制了它在实际设计

中运用
.

在近几年
,

许多研究努力集中在提出一种既简便又 比较精确的薄 壁杆件稳定分析方

法
.

在古典的薄壁杆件侧向稳定分析中
“ ” , ,

假定失稳时横向临界荷载与纯弯状态下简支薄壁

杆件失稳时临界荷载的闭合解有关
,

用一个所谓的弯矩修正 因子来修正 由于侧向点荷载引起

的
,

在弯曲平面内的弯矩不均匀分布
,

但是这种分析方有可能导致不必要的保守设计
〔6 〕

.

在众

多的数值分析方法 中
,

能量法是最奏效
.

例如 T he ve n d r a n
等人用能量法成功地预 见双轴对称

工字型梁的侧 向失稳
,

无量纲的临界荷载是借助于 Si n p s
on 法则数值积分而来

,

以及最优化技

术在那里得到运用
〔7,

.

本文研究的目的是在能量原理 的基础上
,

提出一个简单实用的数值方法

来计算薄壁杆件侧向稳定的能 力
.

利用 G a le r k in 加权余量法导 出在横向点荷载作 用下薄壁杆

件的临界荷载表述式
.

因为在实际工作中
,

薄壁杆件的开孔是不可避免的
,

本文有意识地选择

开洞薄壁杆件为例来说明本方法的实际应用
.

虽然本文计算横 向临界点荷载的公式是来 自简

支薄壁杆件
,

但它 的原理也适合于自由端受点荷载的悬臂薄壁杆件
.

在本 文研究中
,

采用了

Vl
a s

ov 薄壁杆件理论中两个常尾 均假设
〔幻 :

(a ) 薄壁杆件横截面是刚性的
;

(b )忽略了杆壁中截面上的剪切变形
.

,

本文 1 9 9 5
一
0 4

一
1 9 收到
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1 侧向稳定特征方程

如图 1 所示
,

薄壁杆件的跨度为 ZL
,

横向点荷载 p 作用在跨中
,

当薄壁杆件屈 曲时
,

杆件

的总势能

fl = U 十 V
,

(l )

式中 U 是杆件的弯曲
、

扭转和翘曲变形 产生的应变能
;

V 是 由于施加的横 向点荷载引起的势能
.

由于结构屈曲模态的对称性
,

考虑半结构进行稳定

分析
.

它的应变能
〔5〕
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式 中
u 为截面剪力 中在 x 方 向的位移增量

;中 为截面对
z
轴的扭转角

; E l
y ,

E l
,

和 G几 分别表示杆件的侧向弯

曲刚度
、

翘曲刚度和它 的扭转刚度
.

当横向点荷载施加在跨 中截面形心时
,

荷载势能
〔5〕

图 1 薄壁杆件变形
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最小势能原理指 出
,

在截面所有可能位移中
,

真 实位移使总势能取最小值
,

所以下面式子

必须满 足

a fl 一 0
,

(5 )

首先对
u ”

变分
,

导致下式成立

E几
u ”
一 尸

·

必
· “ “

(L 一 z ) 一 。
,

(6 )

把上式代进式 (4 )
,

整理给出

一 1 介
r 。

二 /
二

, 、 , .

。
二 ,

二
,, 、 ,

。
, ,
。

,

二
, , , 、 , , :

1 1 = 万万 I L行J d L岁 厂 十 乙 1 扒岁 7
-

一 厂
一
/ 乙 I v

岁伙石 一 z 少
一
」Q z

.

乙 J O 一

(7 )

再次利用驻值条件式 (5) 对上式变分

扭 一

你EI
W

护”
·

+ GJ
d

树创 一 尸 2

/E Iv(
“

一
,
“

“ , 〕dz 一 。
(8 )

注意到函数的微分运算与变分运算的顺序可以互换
,

并利用分部积分
,

上式变为

舀n ~ 弋E lw 中哮创 一 [E l
, 必脚 一 G J d中‘

〕a必 ) }台

+

{:
〔E I

W , 。

一 G J d ,
一 尸

2

/ E l
夕
‘“
一

,
2

, 〕“‘
·

d
一

0
,

由于 a币 是任意值
,

从上式可得到薄壁杆件侧 向稳定特征方程和它的两端边界条件

中 ,IIl 一 K
“中 “

一 尸“
(L 一 之 )

“

/ (E
Z
I

y
l

w
)巾 一 O

,

中刀
~ O 或 巾‘

一 C o n st
,

}

中 11 ‘
一 K

Z中 ‘
= O 或 中 = C o n s t

,

J

式 中 K
“
一G l d / E lw 是薄壁杆件的约束扭转特征系数

.

(9 )

(1 0 )

(1 1 )



3 8 。 华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 ) 1 9 9 5 年

把式 (1 0 )中的 巾 看成是杆件失稳时对
z
轴新 出现的扭转角

,

则式 (10) 就变成随遇平衡方

程
,

P 表示杆件侧向失稳时所承受的横向点荷载
,

用 尸二表示
.

引进无量纲因子

妥~ (L 一 z )/ L ; 又
’

一 p
o r

/ p
。 ; (p

。

)
,
= (E

,

几I
,
) / 乙

, ,

则式 ( 10 )可写成

中
I, 即

(右) 一 K
Z
L

Z
中

即
(右) 一 (几

’

)
2

子
z
中 = 0

,

(1 2 )

及相应的边界条件

(a ) 在 自由端

必
”
一 0 ,

中 111 一 K ZL
Z巾‘

一 O ; (1 3 )

(b ) 在 固定端

中 一 0 ,

必
‘
~ 0 ; (1 4 )

(。) 在简支端

必 = 0
,

必
即

= 0 ; (1 5 )

(d ) 在对称位置

必‘
= 0

,

巾,I ‘
一 K

ZL Z
巾

‘
~ 0

.

(1 6 )

本文因
t

采用半结构分析
,

它的边界条件

中 (0 ) ~ 0
,

中
"

(0 ) = 0
,

(1 7 )

中‘
(1 ) 一 0

,

巾I,I (l) 一 K
Z
L

Z
中

,

(l) = 0
.

(1 8 )

2 侧向稳定特征方程的数值解

对于象结构稳定此类复杂的非线性问题
,

直接由式 ( 1 2 )求它侧向失稳时临界荷载的闭合

解是很困难的
.

本文提供一种有效的实用方法
,

用 G al er ki n
加权余量法求解

.

假定稳定的特征问题被定义为

材如 (沪) 一 久
·

N
: 。

(沪) (m ) n )
,

(1 9 )

在域内 D 的每个边界点上承受 m 个边界条件为

A
、
(沪) = 0

,

(2 0 )

A
‘
(必) = 几

·

D
‘
(沪)

,

(2 1 )

式中风
二

和 N
Z ,

是线性的
、

共扼的
,

分别为 Zm 和 2n 次微分算子
.

试函数假设为

沪
,

= 耳c z
专, (j = l

,

2
,

⋯
, r )

,

(2 2 )

式中系数
c ,
是特定系数

; 夕,
是独立的已知函数

,

以及它至少必须满足奇次边界条件式 (2 0)
.

把试函数代进式 (1 9 )
,

则在域 D 和边界
:
上分别产生的余量为

R
,
= 一 M2

.
(沪

r

) + 几
·

N
: ,

(叭 )
,

(2 3 )

尺 :
一 艺〔一 万

;
(叭) + 又

·

刀
‘
(叭)〕

,

(2 4 )

G a le rk in 法要求相应于权函数 夕
‘

的余量权平均 满足正交条件
〔幻 ,

即

丁
。二 l

o dD + “

{
:

R Z
: 少d
一

O
(j ~ l

,

2
,

⋯
, r ) (2 5 )

这样得到了一组能确定未知参数的代数方程

A C 一 久刀C
,

式中 C 为未知参数 C ,
的向量

; A 和 B 是由下列矩阵元素
“户和好组成的方阵

(2 6 )
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一 {
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N
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对于一个共扼的特征值问题
,

矩阵 A 和 B 是对称
.

进一步说
,

若算子 M、和 N
z 二

分别是正

的
,

那末矩阵 A 和 B 具有正定对称的形式
.

本文广义坐标选择为三角函数的形式
,

即

夕
,

= s in m 兀登/ 2 (m ~ Zj 一 l)
,

它显然满足齐次的边界条件 中(0) 一 o 和 创 (l) ~ 0 ;这样
,

式 (1 2 )的解能够被表达式 Fou
r ie r

展

开式

中(子) = 再 ~ 艺Cj , , = 艺C zs in m 兀泞/ 2 m 一 2j 一 1
,

j 一 1
,

2
, ·

“ ⋯r (2 9 )

把式 (1 2 )按式 (1 9 )改写

M
4
(中) ~ 又

·

N
。
(中)

,

兀
。
(o ) = 几

·

刀
。
(o )

,

万
l
(1 ) = 又

·

万
l
(1 )

式中 M
‘
(必) ~ 巾,I , ‘

(右) 一 K
Z L Z巾11

嘴 )
,

N
。
(中) 一 宁

z 必必 )
,

A
。
= 中

即
(0 )

,

D
。
(0 ) = 0

,

万
、
(l) 一 中 111 (1 ) 一 K

ZL Z中,
(1 )

,

万
1
(l) ~ o

,

把式 (2 9 )代进式 (2 7 )和 (2 8 )
,

则

(3 0 )

a , 一

丁:
。、 (,

,

, d‘+ 。

三”
,“! (乳’

,

。, 一

{:
; N

。
(, 、)d‘+ 。

蓦,
,

” ! (,
盛

,
·

(3 1 )

(3 2 )

据式 (2 6 )
,

薄壁杆件侧向失稳的临界点荷载特征值作为满足下式的一个最小正根被求得

d e t }A 一 又
·

B } = 0
,

(3 3 )

再利用下式的正交条件

卜
.

、
, 、 ,

, .

1
、

I V了气心)
.

刀, 又夸) a 寸 一 } 下口z* }
,

J O 乙

(3 4 )

则式 (3 1 )能被表达为

· , ,
一

丁:
·‘

一
‘/ 2〔一 / 2

4 ·‘

⋯
‘/ 2 + K

Z
L

Z

一 / 2 2 ·‘

一
‘/幻 d‘

+ 5 in m 二子/ 2〔(一
, : 3二丫2 3 e o s n 兀宁/ 2 ) 一 K

ZL Z , , 二 / 2 e o s n 二子/ 2〕}
: 一 1

+ s in m 二宁/ 2 (一 n “兀2

/ 2
艺 sin n 二子/ 2 ) }

。_ 。 ,

即
aj

*
一 O j笋 k

,

a , * 一 (m
‘二 4

/ 2
4

+ K
ZL Z

m
Z 兀名/ 2

2

/ 2 ) j = k
,

式 中 m ~ 2j 一 1
, n 一 2k 一 1

.

这样矩阵 A 是一个对角阵
.

照此办理可得到

b z *
= 1 / 6 + l / (m

2 7t 2
)

,

j ~ k
,

b , ;
= 2 2

[ (一 1 )“
么(,n 一 ” ,

/ (m 一
, ,
)

3
一 (一 1 )

, , 艺‘’ + ”, / (m + n )
2

〕/
‘气 j 笋 k

,

这样
,

薄壁杆件侧向稳定特征方程被解
,

临界荷载特征值 几随之被求出
.

(3 5 )

(3 6 )

(3 7 )

(3 8 )

(3 9 )
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3 解的收敛性

如上所述
,

用 G a ler ki n 加权余量法求解薄壁杆件侧向稳定特征方程时
,

它的屈 曲模态被

表达为三角级数的形式一般地说
,

这个试函数的范围及特 定参数的数 目增加时
,

近似解的精

度会提高
.

表 1 列出取不同的级数项对薄壁杆件侧 向失稳时临界点荷载的影响
.

表 1 取不同级数项对横向临界点荷载 Pc
r

的影响¹

试件名称 取前一项 取前二项 取前三项

S I OR A 6 8 1
.

0 24 6 0 6 6 8 1
.

0 24 4 0 6 6 81
.

0 24 40 3

S llR C 6 7 3
.

3 47 9 36 67 3
.

34 7 7 32 6 7 3
.

347 7 29

S llR F 6 7 7
.

220 7 32 67 7
.

22 0 5 30 6 7 7
.

2 20 5 26

S I3R A 65 9
.

7 48 84 5 65 9
.

7 4 8 6 34 65 9
.

7 5 8 631

S I 3R B 6 7 0
.

9 0 8 0 34 6 7 0
.

9 0 7 8 29 6 7 0
.

9 0 7 8 26

S I6R A 644
.

0 38 5 6 0 64 4
.

03 8 34 1 644
.

0 3 8 337

S I 6R B 664
.

2 82 8 58 . 66 4
.

28 2 7 50 66 4
.

28 2 746

S I3CA 67 7
.

9 0 9 0 30 6 7 7
.

9 0 8 8 2 8 67 7
.

9 0 8 824

S I3C B 67 9
.

6 48 7 59 6 7 9
.

64 8 5 5 8 6 7 9
.

64 8 555

¹ 表中数值来 自下节例子

从表 1可 以看出
,

无论试函数取前一项
,

或前二项
,

还是前三项
,

对这些临界荷载值几乎没

有影响
.

因此
,

在进行薄壁杆件侧向稳定分析时
,

仅仅取级数的第一项就足够了
.

也就是 m 一 1 ,

则式 ( 33) 能被简化为

(几
‘

) 2 ~ a , i / b l , ,

( 40 )

所以在薄壁杆件实际工程设计中
,

应用本方法是非常简便的
.

4 与试验结果比较

下面的例子引 自文〔7〕
.

简支工字型梁长度 ZL 是 940 m m ;
腹板的厚度 ‘ 和高度 d 分别是

6 m m 和 75 m m ;
翼绿的厚度 t f 和宽 b 分别是 10 m m 和 23 .5 m m

.

在半跨中有六处可能出现洞

口 的位置
,

如图 2 所示
.

从支座起到跨中对洞 口可能出现位

置进行 编号
.

洞 口 可 能是矩 形
、

或是 园

形
.

它 们的位置和尺寸可以变化
.

为了便

于与文〔7〕的试验结果进行 比较
,

只研究

下 面五种情况
: ( 1) 无孔洞

; ( 2 ) 一个矩

形 孔洞
; (3) 三个矩形孔洞

; ( 4) 六个矩

形孔洞
; ( 5) 三个园形孔洞

.

对于第二
,

三和 四种情 况
,

分别考虑

4 7 0

7 5
.

7 5
.

7 5 37

u出d甲卫芝
琶l 一 一 一 一 一

、尹 P ‘ “
‘ ’ . S J

6 2
.

5 m m 又 5 0 m m 和 6 2
.

5 m m 火 2 5 m m 图 2 开洞的位置

二种不同的孔洞尺寸
; 对于第五种情况

,

也分别考虑 38 m m 和 25 m m 二种不同的孔洞直径
.

试件是用有机玻璃制成的
,

弹性模量取 2 86 o N
· c m 一 “,

P oi ss o n 比取 0
.

36
.

因为洞 口出现

能被粗略作为腹板有效厚 度的减少
,

一般采用折算厚度的方法来考虑开洞后刚度的折减
.

由于
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开洞引起的刚度折减系数
〔, 。,

a l
= (1 一 b 。/ d ) + 〔1 一 N a o

/ (ZL )〕
3 b 。/ d

,

(4 1 )

式中 N 是矩形洞 口的数 目
, a 。

和 b 。分别是洞 口 的宽度和深度
,

以及 d 是整个腹板的高度
; ZL

是杆件 的跨度
.

对于带有园孔的薄壁杆件
,

一个简单的方法是用一个正的八边形孔洞来代替此园形洞 口
,

则刚度拆减系数为
〔’。,

a :
一 (1 一 D

。

/ d ) + 0
.

1 7 2〔N D 后/ (d ZL )] + (D
。

/ d )仁l 一 N D
。

/ (ZL )〕
,

(4 2 )

式中 D
。

为外接正八边形园的直径
.

对于工字型梁
〔幻

E l
,

= E / 1 2 [Zb
3 t , + a ‘

d (t
,
)

3

〕
,

(4 3 a )

G J d
= G / 3 〔ZK

‘b (tf)
’

+ 久 K
, d (t

,
)
’

〕
,

(4 3 b )

E l , = E / 2 4 〔t
‘b 3

(d + tf)
2

〕
,

(4 3 e )

式中 i 对应于方洞或园洞取 1 或者 2
,

E 是 Y o u n g 氏横量 G 是剪切横量
.

K , = 1 一 0
.

6 3
·

t , / b
,

K
,
一 l 一 0

.

6 3
·

几/ d
,

把用本文方法算出侧向失稳时临界点荷载的值与文 〔7〕的试验结果进行 比较见表 2.

表 2 不同结果的比较

试件名称
a o 火 b

o

(m m X m m )
洞 口位置 试验的 Pc

,

本文的 Pc
r ,

Pc
r
l

/ Pc
,

S IO R A

S llR C

S llR F

S I3 R A

S I3 R B

S I6 R A

S I6 R B

S I3C A

S I3C B

6 2
.

5 X 5 0
.

0

6 2 5 X 2 5
.

0

6 2
.

5 X 5 O
.

0

6 2
.

5 火 2 5
.

0

6 2
.

5 义 5 0
.

0

6 2
.

5 只 2 5
.

0

D ~ 3 8
.

0

D 二 2 5
.

0

6

6

,
3

,
6

,

3
,
6

l~ 6

l~ 6

,

3
,

6

,

3
,
6

7 0 7
.

8

6 8 8
.

7

6 9 8
.

7

6 6 7
.

1

6 8 4
.

7

6 3 7
.

7

6 7 4
.

9

6 9 6
.

5

7 0 0
.

9

6 8 1
.

0

6 7 3
.

3

6 7 7
.

2

6 5 9
.

7

6 7 0
.

9

6 4 4
.

0

6 6 4
.

3

6 7 7
.

9

6 7 9
.

6

0
.

9 6 2

0
.

9 7 8

0
.

9 6 9

0
.

9 8 9

0
‘

9 8 0

1
.

0 1 0

0
.

9 8 4

0
.

9 7 3

0
.

9 7 0

从表 2 可以看 出
,

用 G a le r kin 加权余量法得到工字型梁在侧向失稳时的临界点荷载值在

所有九种情况下都非常接近文 〔7〕中的试验结果
,

相对差值全都在 3
.

8 %以下
.

5 结论

根据本文研究可得 出下面一些有用的结论
:

(a ) 根据能量原理
,

借助于变分法导 出一个考虑薄壁杆件扭转和 翘曲变形影响的侧向稳

定特征方程
.

利用 G a le r ki n 加权余量法计算简支跨 中受点荷载的开洞薄壁杆件的临界荷载
;

(b ) 用本文的方法得到的临界荷载值与试验结果比较吻合得很好
,

说 明用本方法能有效

计算开洞薄壁杆件的临界荷载值
;

(c ) 本文计算结果的快速收敛说明本文方法的数值稳定性
;
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(d) 用本文方法得到计算侧向失稳时的临界荷载公式是非常简单
.

这样
,

把一个复杂的工

程实际问题转化成为一个仅仅解一个变量线性方程的简单问题
.
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