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‘
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摘要 构造高阶 sc h r
6 di n g er 方程

定性条件
.

:

面
, , , 、 .

,

百下
“一

‘ , 耸刁刃 ‘网
一。的一类半隐式差分格式

,

给出了它们的稳

关键词 傅氏分析
,

稳定性
,

差分格式
,

高阶薛丁愕方程

分类号 0 2 4 1
.

8 4

在许多文献中
,

从等离子体物理
、

非线性光学
、

流体力学等各种领域提 出了一类非线性高

阶 s o h r 6di n ge
r
方程的一些定解问题

,

得到解的存在唯一性定理
.

为了更深入地研究非线性高

阶 s o h ·6d in g e ·
方程的差分解法

,

有必要对高阶 s o h·6 d‘n g一 方程的最简单的模 型 ‘

会
+ (-

_ 、
_

产
u

1 )一 丽获 = U
,

即

夸
一 i(一 1 )

二

杂 淇中 ‘一

门
,

,

(1 )

作更进一步的深入研究
.

古典的 E ul e r 显格式是无条件不稳定的
,

三层的蛙跳显格式虽是条件

稳定的
,

但稳定性条件为
r ~ k/ h , 簇 1 /2

2

叹其中 k 为时间步长
, h 为空间步长 )是较为苛刻 的

,

而 E 、, le r
隐格式虽是无条件稳定的

,

但需 解一祸合方程组
,

计算量较大
.

因此
,

寻找方程 (l) 的

高稳定性的显式格式或半 隐式格式便具有十分重要的理论意义及明显的实用价值
.

本文首先提 出一种半隐式格式
,

它实际上是可以显式求解的
,

也可按显式求解过程讨论其

稳定性
,

然后进一步引入参数
a ,

构造了一类
a 一

型可显式求解的半隐式格式 (实际上是 显式方

法 )
,

并得到了其稳定性条件
.

其稳定 区域较之蛙跳格式有较大的改善
,

而计算量增加并不多
.

引理 实系数二次方程 扩 + b x + 。~ O 的两根按模小于等于 1 的充要条件是 lbl 簇 l + c 且

}
‘ }镇 1

.

1 半隐式格式

首先假设
u = v + iw

,

其中
v ~ R e (u )

,

w = Im (u )
.

于是化方程 (l)为

去

本文 1 9 9 5
一
0 5

一
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、、J、,
护

Q自Qd口了、
、

‘了、加
, ‘ 、

_ 二
1

一 一 (一 I )
’ ‘ 班

澄
’

一

挤
阴
w

砒
么, ’

型 _ ‘一 中 进竺卫
.

及
’

一 乏改了
‘爪

‘

令
: 一k/ h Z’

为网格比
,

且用 w 罗
,

衅 分别表示 w (j h
,

nk )
,

v( jh
,

nk )的差分逼近
,

古少 表示关于 x

方向的 Zm 阶中心差分算子
.

对于式 (2) 用古典 E ul e r 显格式
、

式 (3) 用古典 E ul er 隐格式
,

则可得如下的半隐式格式
v罗+

‘
一 v了+ (一 1 )

’ + , r 母梦w 了
,

(4 )

w 罗+
‘
~ w 罗+ (一 l )

‘r

妙
v 了+

‘ ,

(5 )

将式 (4) 代入式 (5) 得
v少+

‘
一 v ; + (一 l)

‘ + , r

妙w 了
,

(6 )

w 罗+
‘
= w 罗+ (一 l )

’ r占梦v罗一
r Z

妙w罗
,

(7 )

易得其截断误差为 O (k + 尸)
.

若记 S
’

一 45
2 ,

S = s in
,

根据 Fo u r ie r

v切

枷

分析有

一 r s
母 爪

1 一 r z
s

勃一2

(8 )

于是得放大矩阵

一 r s 二

l 一 r Z
s

资 2”
(9 )

�妇

吐陆阵廊
、

一一一一

+lGvW

的特征方程为

又2
一 ( 2 一 r Z

s
, Zm

)又+ l = 0
,

( 10 )

由引理知其根在单位园内的充要条件为 }2 一尸S
‘ 2

叫 镇 2
,

即 尸S
’ “”

镇 4
.

于是得格式 (4 ) ~ (5)

的稳定条件为
r 一 k / h“簇 1/2 加一 ’

.

从而我们有

定理 1 半隐式格式 (式 ( 4 )
,

( 5 ) )当
r
簇 1/ 2 2 “一 ‘

时稳定
.

由此可见
,

半隐式格式 (式扭 )
,

( 5 ) )的稳定区域比蛙跳格式放宽一倍
.

2 含权
a
的半隐式格式

为进一步放宽差分格式的稳定性条件
,

且仍保持精度 O (k + 丫 )不变
,

我们引入参数
a
构

造如下的含权
a
的半隐式格式

v罗+
‘
一 v 了+ ( 一 1 )

“ + ’r a夕
”

( l + a摊 ) w罗
,

w罗+ ‘ = w 了+ ( 一 l )
’ r占护( 1 + a占呈) v 了+

‘ ,

( 1 1 )

( 1 2 )

将式 ( 1 1 )代入式 ( 1 2 )得
v ; + ‘ = v罗+ ( 一 1 )

” + ‘r

妙 ( 1 + a母三) w 罗
,

w 罗+
‘

= w了+ ( 一 1 )
’ r占梦 ( l + a a呈) v罗一 r Z

占少 ( l + a乡呈)
“
w 罗

,

其 中
a
为任意参数

.

由 F o u r i e r
分析法得

( 1 3 )

( 14 )

( 1 5 )

了

!
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、
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.
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其放大矩 阵的特征方程为

又2
一 〔2 一 r Z

s
‘ “爪

(l 一 a s
’

由引理知其根在单位 园内的充要条件为

}2 一
r Z

s
’ “’

(1 一 a s
‘

即
r Z

s
’ 2仍

(1 一 a s
‘

)
“

若令 2 5
2

一x
,

则 x 任 〔0
,

2〕
.

式 (1 7 )化为

)
“

〕几十 l 一 0 (1 6 )

)
2

1簇 2
,

簇 4
,

(17 )

, 2
, 八 / /

八 、

r
气 厄不矛五二厄瓦万

、U 、 x 簇
乙少 ’ (1 8 )

设 f (x )一 x 二

11一 Za
刘

,

下面求

M 一 m in m a x f (x ) ~ m in m a x x ‘

}l 一 Z a x }
O簇

￡
《 2 口 O《

J

簇 2

(1 9 )

分两种情况讨论
:

(i) 0 < a
镇 l / 4

,

此时令 f (x ) = 砂 (l一 Za x )) 0
,

(0镇x 成 2 )
,

则 f’ (x )~ x ’一 ‘

〔m 一 Za (m +

1 ) x 〕= 0 ,

得 x
‘

=
2 (m + 1 ) a

> o ,

且 f’’(x
‘

) 一 一 m (x
’

)
二一 2

< 。
,

故 f (x )在 x
’

取 得极大值
.

m a x f (x ) ~ f (x
‘

O( 二( 2

一

击喻群1而〕
” ,

它是 a
的单调下降函数

,

所以

M 一 m in m a x f (x )
- 一工一「 ; 塑一加

.

m + 1 ‘
m + 1 “

(2 0 )
0《

。
《 1 / 4 0 簇

之
《 2

注意此时 x’ 一 二

粤1干。〔。
,

幻
,

从而可得此时的稳定性条件 (当 。

刀‘ , - i

一李时等号成立 )为
任

, 2 l m + 1
,

m + 1
、 ,

r 岌
,
二二

. 二弓 -
一二花二下一 气

—
少 ;

一
岁

’. 2性 艺
“~

‘

m
(2 1 )

~ 1
11 ) 口

‘ 尸) 一 二一

住
此时

f (二 , 一 二,

, 1 一 2 “

一 {
x ,

(l 一 Za x )

x .
(Zax 一 l)

x < 1 / Za ,

x ) 1 / Za ,
(2 2 )

_

一
, _

l

仕 气U
,

压
)内

,

f (x )极值点为 x
’

-
7儿

2 (m + l) a

<
矗

,

最大值为 n l a X
0 < 二< l / 2 .

f (x )一 f (x
‘ l

m + 1

〔石二

岁共不
;〕

, ;
在 (熹

,

: )内
,

尹 (x )一 x , 一 ‘

仁2
。 (m 一 1 )二一 m 〕> x 。一 ‘

> 。
,

故 f (x )为单调上升 函
乙 、了“ , ~ l j “ ‘“

数
,

其最大值在右端点 x 一 2 达到
,

即 In a X
1/ Z a簇 才( 2

厂(x )= 2 , (4 a 一 l) = f (2 )
.

于是 m a x f (x ) = m a x {f
O( 之镇 2

(x
.

须

1
,

m
)

,
J L乙) 全~ In 8 X 戈一一于 - 万气又不一

目

一下
目

丁万了
,儿 月

- l 乙又”乙- 卜 1 夕g

)
二 ,

2 ” (4 a 一 l ) }
,

显然要使
a
将 m a x f (x )变为最小

,

就必
O镇

二《

M = f (x
‘

) = f (2 ) (2 3 )

或

一L
一 .

「
_

一一三些一一- 〕
,

-

m + 1 ‘ 2 (m + 1 )a 习
2
阴
(4 a 一 1 )

,

即
a
为满足方程

了 + 1 一 生砂 一

一互一
~ ‘一

- 竺
一

一
.

) m -

4 (m + 1 )
、

4 (m 十 l
‘

0
,

(2 4 )
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的正实根
.

利用 N ew to n 迭代法
,

易得高次方程 (2 4) 的唯一正实根
a ’ ,

如表 1 所示
.

而当
a 一 a ’

时的 M 值为

1

十 1

·

〔乏蕊带而
二〕

’
一 2 ’ (‘a ‘

一 ‘’ (2 5 )

相应地
r

值为

/ 2 。 , , , 、 r
(m 十 l )a 告 二 .

r 益之 二; 一一, 厂万一二二一一一一二二 一 乙气m 月 we l 少 ’

l

—
l

一 ,

乙
“

m 气4 a 一 1 ) 一
m

一
(2 6 )

实际计算表明
:

当 m 一 1一 6
,

且
a 一 “ ‘

时
: ” 比 r ’

大
.

于是我们有

定理 2 含权
a
的半隐式格式 (式 ( 1 1 )

,

(1 2 ) )当
a 一 a ’

垒aov
,

时稳定性最好
,

其最佳稳定条

/ _ , . 二 、 。
(m 十 1 )a ’ , _

件为 :
( “(m + 1 )[ 一常一」

”
·

为使用方便计
,

得最佳稳定性条件
: oP

,

及相应正实根
a ’

~ aon 冽表如表 1
.

表 l 最佳稳定条件 ro Pt

及相应正实根
a .

~ aov
,

m 正实根
a

.

一 ao Pt
比蛙跳格式稳定性条件放宽倍数

0
.

3 0 1 7 7 6 7

0
.

2 7 9 6 0 8 5

0
.

2 7 0 7 5 7 3

0
.

2 6 6 0 0 0 1

0
.

2 6 2 9 9 6 8

0
.

2 6 1 2 4 8 7

2
.

4 1 4 2 1 3 3

1
.

0 5 5 4 4 0 1

0
.

3 7 6 3 7 3 6

0
.

1 2 2 0 6 9 5

0
.

0 3 7 5 6 9 3

0
.

0 1 0 8 5 1 9

9
.

6 5 6 8 5 3 3

1 6
.

8 8 7 0 4 2

2 4
.

0 8 7 9 1 1

3 1
.

2 4 9 8 0 4

3 8
.

4 7 1 0 0 8

4 4
.

4 4 9 5 8

由表 1 可见
, a 型格式 (1 1 )~ (1 2 )( 当 “一 aon

:

时 )比蛙跳格式的稳定性条件有较大改进
,

特

别当 m ~ 1 时
,

与文 〔1〕中结论相符
.

3 数值例子

考虑如下的初值问题

f面
.

护u

夕决 a z 几

七u (x
,

0 ) = 5 in x

易证其精确解为
u (x

,
t )= s in (x + t )一 ie o s (x 十 t )

.

计算结果表明
:

IC O S 劣

( I )当 r

(1 2 ) (取
a 一 0

l

24

.

2 7 9

l
L 且 ) 二匀 r -

二丁丁

一 艺
“

一 0
. ’

0 6 2 5 时
,

蛙跳格式半隐式格式 (4 )一 (5) 及含权
a
的半隐式格式 (1 1 )~

6) 计算得到 9”△t 均稳定
;

一 0
.

1 25 时
,

蛙跳格式计算得
n 一 18 时已溢出

,

而其他两格式仍稳定
;

( , )当一告
一 。

·

2 5 及一
‘

·

。, 5 时
,

只有含权的半隐式格式 (“ , 一 (‘2 , ‘取
a 一。

·

2 7 9 6 ,

仍然稳定
.

但若取
r
一 1

.

1
.

则当
, ,
~ 73 时格式 (1 1 ) ~ (1 2) 也上溢

.

上述结果与理论分析相吻合
,

详见表 2
.
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表 2 取△ x ~ 0
.

1
,

△ l ~ r 火 1 0 一
‘ ,

计算得到 999 △ t 时各格式稳定性能比较表

格 式 R
。

误差 Im

误差

蛙跳格式 5
.

0

0 0 0 0 0 1 2 5 1

0
.

0 0 0 0 0 5 5 3

1 0
.

0 一 0 0 0 0 0 0 0 0 8

0
.

0 6 2 5 半隐式格式 (4 )~ (5 ) 5
.

0

0 0 0 0 1 2 5 1

0 0 0 0 0 5 5 4

1 0
。

0

含权
a

的半隐格式 ( 1 1 )

~ (1 2 ) a 一 0
.

2 7 9 6
5

.

0

1 0
.

0

一 0
.

0 0 0 0 0 1 2 8

0
.

0 0 0 0 0 7 6 1

一 0
.

0 0 0 0 0 1 3 7

一 0
.

0 0 0 0 0 1 3 1

0
.

0 0 0 0 0 7 5 8

一 0
.

0 0 0 0 0 1 3 7

一 0
.

0 0 0 0 0 6 7 5

0
.

0 0 0 0 1 2 2 5

一 0
.

0 0 0 0 0 5 0 0

蛙跳格式

一 0
.

0 0 0 0 0 0 0 8

0
.

0 0 0 0 3 7 5 6

0
.

0 0 0 0 2 0 3 3

一 0
.

0 0 0 心0 9 1 2

n 二 1 8 上溢

0
.

0 0 0 0 2 4 6 2

0
.

0 0 0 0 0 7 5 5

一 0
.

0 0 0 0 0 0 0 9

一 0
.

0 0 0 0 0 2 8 6

半隐式格式 5
.

0 0
.

0 0 0 0 0 9 1 4

OJ八O汽UO以1 0
.

0

含权
a

的半隐格式 ( 1 1 )

~ (1 2 ) a 一 0
.

2 7 9 6

0
.

0 0 0 0 6 5 4 9

0
.

0 0 0 0 2 6 9 6

一 0
.

0 0 0 0 2 1

一 0
.

0 0 0 0 0 6

5
.

0 0
.

0 0 0 0 0 6 9 3

1 0
.

0

半隐式格式 (4 )~ (5 )

一 0
.

0 0 0 0 1 0 1 7

n
一 10 上溢

一 0
.

0 0 0 0 2 1 6 9

含权
a
的半隐格式 ( 1 1 )

~ (1 2 )a = 0
.

2 7 9 6
5

.

0

0 0 0 9 7 6

0 0 0 0 0 7

一 0
.

0 0 0 0 1 3 2 8

7 2 0
.

0 0 0 0 4 0 7 5

00�bq心�吕1 0
.

0 一 0
.

0 0 0 0 1 6 1 3

含权
a
的半隐格式

a ~ 0
.

2 7 9 6

一 0
.

0 0 0 0 8 3

一 0
.

0 0 0 1 2 6

5
.

0

0 0 0 0 4 3 5 0

0 0 0 0 0 8 1 7 0
.

0 0 0 0 3 7 8 0

1 0
.

0 一 0
.

0 0 0 0 4 7 6 2 一 0
.

0 0 0 1 9 4 2 3

r ~ 1
.

1
含权

“
的半隐格式

a 二 0 2 7 9 6

n 一 7 3 上溢
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