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纯量微分积分方程的周期解
’
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摘要 研究了线性和非线性微分积分方程的周期解的存在性
、

唯一性问题
.

在某些条件下
,

通过

利用不动点方法
,

可得到这些方程存在唯一的周期解的新结果
.
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文〔1〕利用 Li a p u n o v 函数研究了下列纯量 V ol ter ra 微分积分方程

‘(, )
一

(: )X (, ) +

卫
_ C (,

, ·)X (·)d · + , (, )
(l)

的 周期解的存在性问题
.

文〔幻也研究了方程 (l) 的周期解的存在性及 唯一性问题
,

并且推广

了文〔1〕的有关结果
.

本文将研究更 为广泛的一类非线性微分积分方程

云(, )
一

(, )X (, ) +

卫
_ g (,

,

一
(·)) d‘ + , (才)

(2 )

的周期解的存在性及唯一性问题
,

而方程 (l) 可作为方程 (2) 的特殊情形进行讨论
.

我 们得到

了一些不同于文 〔1〕
,

〔幻的新结果
,

1 一些引理

在本节
,

我们先证明一些有用的 引理
.

考虑 下列周期微分方程

d x / d t ~ a (t ) x + g ,

(t )
,

(3 )

这里
a (t )

,

g :
(t )都是连续的 T

一

周期函数
.

引理 1 假设争炙
· (· )d

一
< 。

,

这里
·
是正常数

,

贝」有

一p (

丁:
a (·)d ·) ( 床

X p (
一

(‘一 , ,
,

“ ) ‘,
(4 )

其中 , 一、
aT ,

、一
p、一 p (

卫
· (·)d ·) 。、·、 ,、二 }

·

证明 因对任意的 t
, : 任R

,
t)

: ,

有非负整数 N 使得 (N + l )T ) t 一 s
) N T

,

即 (N 十 l)T +

:
) t) N T + 5

.

于是有
,

户
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, _ 、 1 _ .

户
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e x P 气 ! a 吁 少a T 夕 = e X P 、l a 叹r 夕a 丁

十 ! a 气万 夕a 万少

J ‘ J J J s + 汉 1

,

本文 1 9 9 4
一
1 0

一
1 8 收到 , 福建省 自然科学基金资助项 目



华 侨 大
‘

学 学 报 (自 然 科 学 版 ) 1 9 9 5 年

一
p (一 N T · +

丁:
+ 二·‘·, d ·) 、Me

· p ‘一 N T · ,

簇材亡
x p 〔一 a (t 一 : ) + a T ) ~ 夕e x p (一 q (t 一 : ))

,

其中、一
p 、一 p (

丁:
· (。)、) 。、

·
、 ,、二 }

,

, 一、一
’ ·

引理 1证毕 显然在引理 1中
,

若
· (, )三 -

a < 。
,

则 口一 1
.

同理可证下列引理 2 ,

这里证明从略
.

, : , 二 _ , , 、
。 1 厂

, , 、 、 ,
_ _ 、

一 ~ ~ _
、 . ,

.
,

_
_

.

_
5 !理 2 1巨议了 J

。 气一 “ 气r 少少d r ~ 一“久。
,

达里 “ 是止幂致
,

则有

一p (一

丈
· (·)d · ) 、 , 一p (

一
(
一

, ) )
,

(· ) , )
,

(5 )

其中 , 一旅
oT

,

、一
p 、一 p (一

丁{
·
、
·)d ·) 。、, 、·、二 }

·

在引理冲
,

若
· (, )三 ·> o ,

则 , 一 1
·

引理 3 假设引理 1中的条件被满足
,

则方程 (3) 存在着唯一的 T
一

周期解 x (t )满足

X (‘) 一

丁t--
_ 二 p (

工
· (· , d · , 9

1
(·, d 二

(6 )

证明 先证 x (t )是有定义的
,

即证式 (6) 右端是有界的
,

因为 9 1
(t )是连续的 T

一

周期函数
,

故有常数Ml > O
,

使得 ,9
1
(! , ‘< M

l
·

由引理‘知

1{几一
p ‘

丁:
· (· )d· )9

1
(·) d ·

{
、
11

_ 二p (

艾
·

(二) d : ) }9
1
(· ) }d ·、、

!

丁t--
_

定义的
.

又 二 (, 十二 )一

I二

夕
e x p (一 a (: 一 : )) d : = 衬

1

夕/ a ,

即式 (6 )右端是有界的
,

因此 x (, )是有

户+ T 户 户十T

ex p (」
r a (

r
)d r )9

1
(r ) d r 止裂选里J

_ _ “x p (」
, + 二 a (r )d r ) 9 1

(, + T )

d ‘一

卫
_ 一p (

{卜
(· )a· ) g ;

(·)d

一
(, )

,

故 X (, )是 二
一

周期的
·

直接微分式 (6 )的两端可知

是方程 (3) 的解
,

又由方程 (3) 的齐次方程具有指数型二分法
,

故方程 (3) 的周期解必唯一
3证毕

.

同理可证下列引理 4
,

此处证明从略
.

引理 4 假设引理2的条件成立
,

则方程 (3 )具有唯一的 T
一

周期解 x (t) 满 足

x (t )

引理

X (, )

一丁t+一
p (一

丁:
· (· )d ·)9

1
(· , d ·

(7 )

引理 5 假设 g (t
, 、 ,

x )在 R 又 R 父 R 上连续且满足下列条件
:
(” 对任意的 t

, , 任 R
,
x 任R ,

有 g (, + T
, ·+ T

,

X )一 g (,
,

一) ;且
卫

_ }g (,
, · , · ) .d ·对 , 。* 有界

; (2 ) 存在一个非负连续 函

数 b (t
, : )

,

满足 乙(t+ T
, , + T )一 b(t

, 、) (对任意的

t
, : 任R

,
x : ,

x :

奋R
,

有

,
, ·。* )及

工
_ 。(,

, ‘)d s
有界

,

使得对任意的

19 (t
, s ,

二 ,
) 一 g (t

, s ,
x Z

) l镇 b(t
, s ) Ix

;
一 x :

I
,

(8 )

则对任意的连续

证明 先证

(t )l < 风
.

于是

T
一

周期函数
· (, )

,

、 2
(, )一

丁,--
_ 、 (,

,

一 (‘) )d ￡也是连续的 T
一

周期 函数
·

g :
(t )是有 定义 的

.

因为
u (t )是连续 的 T

一

周期函数
,

故有常数 风> o使得 }
u

1丁t--
一g (!

,

一 (·) )d 了

1
、
丁,--

_ !· (!
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{几
_ .9 (,
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· ,

从而 由引理的条件
,

知 9 2
(t) 是有界的

·

又由引理的条件
,

知 g (t + T
, : 十T

,

u(
: 十T ” ~ g (t

, : , u

(s+ T ))一 g (t
, s , u (s ))

,

从而

9 2
(, + T ) 一

丁里
g (: + T

, · , · (‘))d‘

~
{t--

_ g

(t+
T

, ·

+T
, ·‘· + T ”d ·

一

卫
_ g (才

,

一‘·, ,‘
一

9 2
(‘,

·

又由 g 的连续性可知 9 2 (t) 是连续的 T
一

周期函数
.

2 主要结果及其证明

考虑下列非线性微分积分方程

毖(, )
一

(, )X (, ) +

丁飞
_ g (,

, · ,
X (·) )d· + , (, )

,

(9 )

其中 a( t) 和 厂(t )都是 R 上的连续的 T
一

周期函数
,
x 任R

,

g (t
, , ,

x) 在 R 义 R x R 上连续
.

定 理 l 对于方程 (9 )
,

假设 a( t) 和 g (t
, : ,

x )分别满足引理 2及引理 5中的所有 条件
,

并且

引理 5中的函数 。(:
, 5 )满足

lt--
_ 。(,

, ·)d s
、K

,

这里。、K <
a / ,

, · ,

, 由引理 2中给定
·

贝」方程 (9 )

存在着唯一的 T
一

周期解
.

证明 设 D ~ {u (t ) I
u (t )为 R 上的连续的 T

一

周期函数 }
,

则 D 在范数 Il
u
l}~

s u p { l
u (t ) I}

0‘
r
叹T

下是一个 B

一
h 空间

·

对任意的
U o D

,

由引理 5知
,

9 2
(, )一

丁飞
_ g (,

, · , U (·))d ‘是连续的 二
一

周

期函数
.

因此对任意的
“任D

,

考虑下列周期微分方程

汾(, )
一

(, )X (: ) +

丁1
_ g (,

, · , U (·) )d 了 + , (: )
(1 0 )

由引理 4可知方程 (1 0 )存在着唯一的 T
一

周期解

x
。
气t少 = 一 j

, “x p 又一 J
: a Lr 少a r 八J

_ 。g 气r
, 万 , u Ls 少少a s 十 J ‘r 少少a r

·

(1 1 )

现在定义算子 F
:
D ~ D 如下

尸J(t ) ~ x
。

(t )
,

(V u 任 D )
,

(1 2 )

易见算子 F 在 D 中的不动点就是方程 (9) 的 T
一

周期解
.

下面证明算子 F 在 D 中是压缩的
.

事

实上
,

对任意的
u l , u :

任D
,

由定理的条件及式 (1 1 )
,

(12) 可得
。 , 、

。
, . 、 . ,

f+ “
_ __ ,

「
r , 、 J 、

f
r

I
’

u ‘、石少 一 r u , 、‘少 l = l 一 J
,

以P 、一 J
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J
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镇
厂
二p (一

丁)
· (· )d ·)

{
镇
厂
二p ‘一

{:
· (· )d ·)

丁
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丁广一
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一

(
一

才) )

{乙
_ 。(·

, ‘) d ·d·

、K , }.
U I

一
}}
{厂一

p (
一

(
一

, ) )d·

_ 型一u
,
一 。 2

1一

因此 :Fu
,
一八

2

11、髻llu
;

一
:

11
.

由于 K < “/ ,
,

因此 K、
a
< 1

,

从而 : 在 。 中是压缩的
.

由此

可知 F 在 D 中具有唯一的不动点
,

因此方 程 (9) 存在着唯一的 T
一

周期解
.

定理 1证毕
.

考虑下

面 V o lt e r r a
微分积分方程

‘(‘卜
a (, )X (, ) +

{1
_ · (, , , )X (‘)d ‘ + f (, )

,

(1 3 )

其中 x 任R ;
a( t)

,

f (t )仍为连续的 T
一

周期函数
; : (t

, : )在 R x R 上连续
,

并且对任意的 t , : 任R

有
·(‘+ T

, ·+ 二)一 (,
, ·)且
丁t--

_ ,
·(,

, ‘) .“ 有界
·

推论 1 假设
。 (: )满足引理2的条件且

丁1
_

: (,
, 5 ) }d ‘、K

,

这里
O
、K < , / · ; ,

, ·
由引理 2

中给定
.

则方程 (1 3 )存在着唯一的 T
一

周期解
.

证明 令 g (t
, s ,

x (s ) )一 c (t
, s )x (s )

,

b (t
, s )~ !

c (t
, s ) }

,

则易知此时定理 l的所有条件都被

满足
,

因此由定理 1知方程 (1 3) 具有唯一的 T
一

周期解
.

推论 1证毕
.

定理 2 对于方程 (9 )
,

假设 a( t) 和 g (t
, : ,

x )分别满足引理 1及引理 5中的所有条件
,

并且

引理 5中的函数 。(,
, ·)满足
卫

_ 。(, , ·)d ·、K
,

这里。、K < , /
。 ; 一 , 由引理 1中给定

·

贝,方程 (9 )

存在着唯一的 T
一

周期解
.

证明 利用引理 1
,

2及 5
,

此定理的证明与定理1的证明类似
,

此处证明从略
.

推论 2 假设
· (, )满足引理 1的条件且

丁几
_ }

·(,
, ‘) }d‘、、

,

这里。、、< , / · ; · ,

, 由引理 1

中给定
.

则方程 (1 3 )存在着唯一的 T
一

周期解
.

此推论的证明与推论 1的证明类似
,

此处证明从略
.

3 举例

在本节
,

我们举出几个例子说明定理的应用
.

例 1 考虑下列 V ol te r ra 微分积分方程

活(才)

一
(1 + 2 5‘·广)X (广) + 、

。

丁几
_ 一 p (一 (,

一
))X (·)d‘ + 。O ·t ,

(1 4 )

x 任尺
,

天
。

是一个正常数
,

且。( 天
。

<
e x p (一 (二/ 3 + 2 丫了 ))

, a (t )~ 一 (l+ Zs in t )和 f (t ) ~

都是连续的2 二
一

周期函数
; ‘ (t

, : )一K
o e x p (一 (t 一 : ) )在 R 又尺 上连续

,

且 C (t + 2 二
, : + 2 : )

生加因= C (t
, s)

.

丁:
’

〔一 (‘+ 2 ·‘·‘, 〕d

一
‘< 。

,

所以一 ‘
·

“

一
p ‘二 p ‘一

丁:
(‘+ 2 ·‘二 , d ·,

,

。、 ·
、 ! 、 2 ·

卜一
p (一

丁::兀
‘
(1 + 2·‘二 )d ·)

一e x p (2二 一 4 二 / 6 + 2 了了 ) = e x p (二 / 3 + 2 丫厄
we
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{1
_ }e (才

, ·) }d一
K

。

丁t--
_ 二 p (一 “一 , , d

一 K
。

< ·‘“
,

故方程 (1 4) 满足推论 2的所有条件
.

因此由推论 2知方程 (14) 存在着唯一的 2二
一

周期解
.

易

见文〔幻定理 1是不能判断本文例 1的2 二
一

周期解的存在性
; 同样本文推论2也不能判断文〔2〕中

例 1的2二
一

周期解的存在性
.

因此
,

文 〔幻定理 1与本文推论 2是互不包含的
;
同样文〔幻的定理 2与

本文的结果也是互不包含的
.

例2 考虑下列非线性微分积分方程

汾(, )

一
(1 + 2 ·‘n , )X (才) + 二

。

{1
_ 一p (一 (卜

‘))

一
(5 )‘· + ·in t

,

(1 5 )

这里 尺
。

是正常数
,

且。< 尺
。

< e x p (一 (要+ 2 了万 ))
.

只要取 。(:
, , ) ~ 犬

。e x p (一 。一 : ))
,

容易验
~ 一

‘ 一 ”

~ 一
”‘

~
’

一
- -
一

”

一
‘ 一

r
、 ’

3
’

一
’ 一 ‘

”
一

一

”
” ’ 一 ’ 一 ’

一
“

一
「

”
- 一

”
’

曰 ~ 一

证方程 (1 5) 满足定理2的所有条件
,

因此 由定理 2可知方程 (1 5) 存在着唯一的2 7t 一

周期解
.

例3 考虑下列非线性微分积分方程

汾(: ) 一 (1 + 2 ·‘n , ) X (, ) 一 二
。

Jl
_ 一p (一 (,

一) )·in , ·in X (‘)d s + 一
t ,

(1 6 )

这里。( 天
。

< e x p (一 (二 / 3 + 2 了万 )) ;取 占(t
, s ) = 尺

o e x p (一 (t一 s ) ) Io in t }
,

容易验证方程 (1 6 )满

足定理 1的所有条件
.

因此
,

由定理 1可知方程 (1 6) 存在着唯一的 2二
一

周期解
.
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