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1

当今
,

现代数学的几何方法 已引起数学物理许多领域研讨方法的变革
.

事实表明
:

几何

方法优于分析方法的描述效能
,

几何方法超越分析方法所能得到的描述结果
.

它不仅可提供

明确而又简洁紧凑的数学方程
,

而且使数学运算大为简化
,

省时省力
,

又易于被人们所理解和

接受
.

例如
,

利用微分形式 的外积
、

外导数 (外微分 )
、

矢量代数的外积运算
、

矢量场与微分形式

的内积 (缩并 )以及正
、

逆 P oi nc ar e L e m m a
等探讨有关问题

,

可获得良好的结果
〔, 一幻

.

但是
,

在

函数对坐标的二阶微商的表述上
,

则遇到了困难
.

因为对任意次微分形式连求两次外微分
,

其

结果为零
,

即 d “一 。
.

为此
,

需另觅它途
.

本文试图引用外微分
、

霍奇星算子
、

余微分及拉普拉

斯
一

贝特拉米算子表述电磁理论中的二阶微分方程的问题
.

1 外微分
、

霍奇星算子
、

余微分及拉
一

贝算子

1
·

1 外微分

对于任意可微流形 M
,

总存在一个唯一的映射
,

冠以与微分相 同的符号 d
,

表如

d : F 户(M ) ~ F p + , (M ) , (1 )

意即由 p 次微分形式到 (P + l) 次微分形式 的映射
,

该运算称之为外微分 (外导数 ) “一。
,

它使

得
:

( 1) 若 f 任Fo (M ) ,

则 df 就是普通的微分 ;

(2 ) d ( 。+ 8 ) ~ d 。+ d 夕
,
。 和 夕为任意次微分形式

;

(3 ) d ( 田 A 夕) ~ d o A 夕+ ( 一 l ) 户。 A d夕; V 田任F 户 (M )
,

夕任F q (M ) ;

( 4 ) d
·

d ~ d z ~ 0
.

由式 ( l) 知
,

经一次外微分运算
,

微分形式的次升高一次
,

此规律可简明表示为如下

‘
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P 次形式

若 U 为流型 M 的某个开子集
,

则对

d。 = d ( 艺

一竺争 (p + l) 次形式

P 次形式 。任 F 户(M )的外微分为

(2 )

a ‘1
,

⋯
,
‘,

d x ‘,

A ⋯ A d x ‘,
)

~ 艺
‘1 < 一 < 今

< f,

d a ‘,
·

⋯ , ‘,
A d x ‘

A ⋯ A d x ‘,

由il..
” ,

今

七
J

d x j A d x ‘.
A ⋯ A d x ‘,

.

(3 )

1
.

2 霍奇星算子

其作用在于
:

冠以符号
, ,

表如

做为两个空间 八(M )和 A (M )之间的线性变换 (。 为空间维数
,

以下皆同)
,

户
, :

A (M ) ~ A (M )
,

P = 0 ,

l
,

⋯
, n (n 维空间)

,

即从 P 次微分形式到 (n 一 P )次微分形式的映射
〔‘一 ‘

,
’

·

‘。,

, : F 户(M ) ~ F
”一 p (M )

,

P = 0
,

l
,

⋯
, n ,

(4 )

。 } ~
* 。

,

式中 ( , 。 )
二 :

= * (叭 )
, x 任M

, 。任F 户(M )
.

并定义 (n 一P )次微分形式为
关 似 一 艺

jl < ⋯ < 凡一 户

关 a , 1
,

⋯
,

,一 ,
d x j,

A ⋯ A d x ‘一 , ,

式中
‘ aj

l
,

一‘
一 户

~ 艺
il < 一 < 伟

,
‘1

,

一
‘,

,

j,
, ·

⋯‘一, a , ,
, ”’ ,

, ,
.

, 。 称为 P 次形式 。 ~ 艺

几< ⋯ < 今

。 ‘,
,

一
‘,

dx 几A. 二 A d x , 的伴随形式
,

或叫做对偶形式
·

相应的

数学运算称为对偶运算
,

或伴随运算

伴随形式
.

即对于 P 次形式 。一 艺

.

若连续两次被霍奇星算子作用
,

则得双对偶形式
,

或双

‘1
<.

一 < 今

久 .
,

一
i,

d x ‘,

A. 二 A dx , 的双对偶运算
,

可得

, , 田 ~ (一 1 )户(”一 户)。
,

(5 )

式 (4) 表 明
,

任一 P 次微分形式被霍奇星算子
*
作用 (即作对偶运算 )后

,

成为 (n 一P)次微分形

式
.

由此可见
,

对于开集 U c R 3

中霍奇星算子
* ,

显然有
〔卜

屯
.9. ‘。〕

, d x 一d少 A d z , , d夕一 d z A d x
, * d z ~ d x A d 夕

, , (d x A d夕A d z ) = 1
,

这些可归纳为

, d x ‘
一 d x , 八 d x ‘

(循环序
, ‘

.

) 及
, (a x ‘

八 a x ,
八 d x 3

) ~ 1
,

左 j

(6 )

、.2、.尸厅苦QUZ三‘、、了

· d (·
l
d X I

+ · :
d X Z

+ · 3
d X 3

) 一 (

杂
一

纂
)‘X l

十 (

纂
一

杂
) d X Z

+ (

务
一

纂
)dx

3 ,

*
。* 。。

:
d x l

+ 。 Z
d x Z

+ 。 3
d X 3

) 一

器
+
纂

+
务

·

式 (7) 意味对一次微分形式求外微分后
,

再作对偶运算
,

所得结果为旋度的协变微分形式
,

它等价于矢量分析中对某矢量 函数求旋度的运算
,

即
* d片

e u r l (或 甲 又 )
,

(9 )

式 (8) 表明对一次微分形式先作对偶运算后
,

求外微分
,

再作一次对偶运算
,

所得结果为散
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度的协变微分形式
,

它等价于矢量分析 中对某矢量函数求散度的运算
,

即
* d ,

拱 d iv (或 甲
·

)
,

(1 0 )

至于梯度的协变微分开式
,

可对零次微分形式求一次外微分而得
,

它等价于矢量分析 中对

某标量函数求梯度的运算
〔, 一 5

,
’一‘的 ,

即

d片 g r a d (或 △)
.

(1 1 )

1
.

3 余微分

利用霍奇星算子
‘ 和外微分 d

,

可定义微分形式从 P 次形式到 (P 一 1) 次形式的运算算子
,

冠以符号 舀
,

称为余微分运算算子 (或余微分算子 )
.

余微分是一个线性映射
,

表如

占
: F 户(M ) ~ F 户一 ‘

(M )
.

(1 2 )

下式直观又形象地表示余微分 a 同霍奇星算子
,
及外微分 d 的链式运算 (链式线性映射 )

关系
〔‘一 毛

,
’

,
’0〕

赞 d 赞

F 户(M )

一
F

”一 户(M )

一
F

”一 户+ l
(M )

一
F 户一1

(M )
.

l ,

(一 l)
”(户+ 1 ) + ;

占

对于 f e F
o

(M )
,

有

占f = 0
,

(1 3 )

对于 。任 F 户(M )
,

有

古。 = (一 1 )
”‘户+ ‘, + , , d , 。

,

l ( P 簇 n
.

(1 4 )

可见
,

对 P 次微分形式作余微分 占的运算
,

其结果等价于对该微分形式先作霍奇星算子
,
的运

算
,

接着求一次外微分 d
,

最后又作霍奇星算子
,
的运算的三链式运算所得的总结果

,

即

母
:
一 , d ,

.

(1 5 )

1
.

4 拉普拉斯
一

贝特拉米算子

借助霍奇星算子
, 和外微分 d

,

又可定义微分形式从 P 次形式到 P 次形式的运算算子
,

冠

以符号 △ ,

称为拉普拉斯
一

贝特拉米算子 (简称拉
一

贝算子
,

亦称为广义拉普拉斯算子 )
.

作拉
一

贝

子 △的运算是一种由 P 次微分形式到 P 次形式的线性映射
〔‘一 ‘

·

’
·

‘。〕
.

表如

乙 :
= d 占 + ad

: F 户(M ) ~ F 户(M)
,

0 镇 P 簇
n

.

(1 6 )

可见
,

对任意微分形式作拉
一

贝算子 △ 的运算
,

其结果等价于对该微分形式先作余微分 占的运

算
,

再求外微分 d 的运算
,

并把此两运算顺序相倒后同前运算求和所得的总结果
.

若 P 次形式

记为 。
,

则有

△田 = (d占 + 侧 )。
.

(1 7 )

在特殊情况下
:

f 任F
。

(M )
,

P一 。次微分形式
,

由式 (1 3 )有 占f一 。
,

由此可得 d 占f一 。
,

从

而求得

乙f = 占d f
,

即 △ ~ 占d = * d * d
.

(1 8 )

其实
,

作用在零次微分形式上的拉
一

贝算子 乙 :

Fo (r )~ Fo (r )
,

正是通常的拉普拉斯算

子

二 挤
。 一

‘

之又丽万
王

.

(1 9 )
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2
.

1

对电磁理论中二阶微分方程的表述

在三维欧氏空间

在静电场中
,

宜用零次形式表示标量场 电势 乡一抓 xl
,

尹
,

x 3
) ;
用一次形式 是一 艺三d分 一

E l
d x ,

+ E
:
d x Z

+ E
3
d x 3

表示矢量场 电场强度 E (E
; ,

E
: , E 3

)
,

借助式 (9 )一 (1 1 )
,

可得静电场相

应方程的外微分形式

军x ￡ ~ 0拱 , d乏一 。
,

(a )

甲
·

刀 ~ 产衬
, d , (: 。

去) = 产(。
。

为介电常数 )
,

(b )

E ~ 一 甲沪钟 老- 一 d乡
,

(c )

将式 (。 )代入式 (b )
,

可得静电势泊松方程的等价外微分形式

俨*

一 孚、
* d , (d 乒一 孚域 洲乡一 孚

,

或 △乡一 孚)
.

‘ 0 ‘ 0 仁。 ‘o

(2 0 )

在无场源空间的特殊情况下
,

P一 。
,

则得静电势拉普拉斯方程的等价外微分形式

甲 , = 片
关 d * (d乡一 。 (或 占d乡一 。

,

或 △乒= o )
,

(2 1 )

静磁场中
,

可用一次形式 召一 乏凰d 分一Bl d xl + B 川xz + B 3
d xa 表示矢量场磁感应强度 B

(B I ,

B Z ,

B 3
) ; 用一次形式 入一艺式d分一A

l
d xl + A 办尹 + A

3
d扩 表示矢量场矢势 A (Al

,

A
Z ,

A
3
) ;

用一次形式 考一艺工d分一 J ,
d xl + 几d尹 + 几d xa 表示电流密度矢量 J (J , ,

J Z ,

J 3
)

,

相应地可得静

磁场方程的外微分形式
B 一 甲 又 A 、六一

二 d人
,

甲 X B ~ 内J拼d夕一 丙泞
,

(d )

(e )

考虑到辅助条件
:

7
·

A一 。拱
, d ,

占一 。

军
ZA - 一 产。

J片
, d 关 (d句 (2 2 )

对于迅变电磁场
,

电磁场量 E 和 B 分别为

(f馆

),
、IllllL
�
f||||,

1

苦
1
之
产

,

肠

,

将 ( d )代入 ( e )得

一
产。

李(或 。d占一

_ _ aA
I

, .

旅
乙 ~ 一 V 甲一 二二衬 c - 一 d 沪一 不

,

〔砚 〔乙

B 一 甲 x A、方一
, d占

.

其标势 甲和矢势 A 的达朗伯方程的外微分形式分别为
_

_
挤乒

_ p

产。七。 下几万 一 一 二了
砚 一 ‘ O

( 2 3 )
务?

一

�
护

甲
“甲一 产。乳 P ~ 一 二

一 二尸卜
,

V 岁 一
。 0

la.2

挤一决

脑杆
甲

“A 一 产。凡 八J拱洲占

相应的规范变换条件—洛伦兹条件为

甲
.

A + 产。。。

粤一 。、 * d 二

乙忆

即 _
尸O‘O 下丁 一〔忍

( 2 4 )

平面电磁波波动方程的外微分形式为
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二
2二 一 。。·。

辈
一 。、 ; d卜

。。·。

豁
一 。

, 、

二
2 , 一 。。￡。

擎
一 。。 韶卢一 ; 。C。

碧
一 。

.
(2 5 )

2
.

2 在 M 一n k o w s k i 四维时空

如所周如
,

Min k o w s ki 四维时空坐标系 中
,

对应的四维空间矢量 X ,

和 电流密度四维矢量

J
,

分别为

X
,
一 (ie t , X ) 一 (ie t

,

X
I ,

X
Z ,

X
3

)

J
,

(ie p
,

J ) 一 (ie p , J : ,

J
Z ,

J
3
)

(产 ~ 0 ,

1
,

2
,

3 )
,

引用微分算符口 ~ 甲
“

1 挤 刁 J

c Z 次2
一状

,

拼
, (洛伦兹标量算符 )

,

则势的达朗伯方程 (2 3 )可缩

写为

口尹- 一 丙护p
, ’

口A - 一 两J.

若又引进四维势矢量为

A ,
一 ‘
含

*
,

A , 一 (
含

*
,

A
: ,

A Z ,

A
3

,
,

则式 (h )可合写为四维势矢量方程的协变形式如下

口A ,
~ 一 产。J

,
(产 = o

,

l
,

2
,

3 )
,

而洛伦兹规范变换条件的四维协变形式为

华 一 。 (, 一 。, 1
,

2
,

3 )
.

口 了‘ p

现引进如下一次形式表达四维势矢量

八 ~ 艺 A , d X
产 一 Ao dxo + Ald xl 十 Azd 护 + Aad

x 3

(A0 一
含外

据此
,

洛伦兹规范变换条件写为

些 一 。、
二 d *

人一
。 (或 。入一

。).

t儿、户

(h )

(2 6 )

1 1

鉴于式 (2 6 )外微分形式
,

立即可得 d 古A 一。
,

于是将拉
一

贝算子 。 作用于一次形式 八
,

便可

求得
1 1 1 1 1

乙 A = (d 母 + 占d ) A = d 占 A + 占d A = 占d A

又考虑到口A ,

等价于 △ A (或 刹 八)
,

于是四维势矢量方程的协变开式对应的外微分形式为

口 A ,
~ 一 产。

J
,

片 。 A ~ 一 产。J
,

(产 = 0 , 1
,

2
,

3 ) (或 占d A = 一 产。
J

,
)

.

(2 7 )
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