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摘要 推广 G AO R 方法的理论并提 出解线性方程组的 S G AO R 方法
.

这是一个类似于分别从

A O R (或 SO R )方法导出 SAO R (或 sso R )的方法
.

理论与计算结果表明该方法是相当有效的
.

关键词 线性方程组
,

对称的 G A O R 方法
,

收敛性

分类号 0 2 4 1
.

6

解大线性方程组

A x = b
,

A 任 C
” , ” ,

d e tA 笋 O
,

且 x ,

b 〔 C
n

(l )

的 S O R 方法 已在工程科技领域获得广泛应用
.

文献〔1〕中为加速收敛而建立了对 称的 S O R

(S S O R )方法
.

1 9 7 8 年
,

文献 〔2〕提 出 A O R 方法
,

H a djid im o s 引入两个参数以加速迭代
.

与

S S O R 方法相似
,

随后他又建立了对称的 A O R (S A O R )方法
‘3 ,

.

1 9 8 6 年
,

H a djid im o s
等人

〔‘, 又

进一步研究了推广的 A O R 迭代法 (简称 G A O R 方法 )的收敛性
.

数值例子表 明
,

由于具有两

个迭代参数 w
, r 及两个对角矩阵 D

: ,

D
:

待选
,

G A O R 方法确实可以加快 A O R 迭代的收敛速

度 因而是 一种值得重 视和研究的迭代法
.

目的在 于导 出 sG A O R (sy m m et ri C G en er a h ze d

A c c e le r a t e d O v e r r e la x a t io n M e t ho d )方法
,

并讨论其收敛性
.

给出当系数矩阵 八 正定对称时
,

收敛的充要条件
,

并估计 S G A O R 迭代的谱半径
.

理论与计算结果表 明本文所提的方法是有

效的
.

为 以后讨论方便起见
,

先介绍解方程组 (1) 的 G A O R 迭代法
.

设方程组 (1) 的系数矩阵

A 一 D
,
一 q 一 C r ,

(2 )

其中

D
,
= d ia g (A ) = D

,
一 D

:
一 D

3 ,

d e t D
;

笋 0 ,

(3 )

一D
:

和一C 。
分别为 A 的严格下

、

上三角阵
,

则解方程组 (l) 的 G A O R 迭代法为
x (二 + ‘,

= 五t’J
. r x ,

+ w 仁D
,
一 : (D

。

+ C *
)〕

一 , b (m ~ 0 , l , 2 ,

⋯ )
,

(4 )

其中 么
。 . r

为 G A O R 迭代矩阵
,

其表达式为

Lt
。 二

三L ,
, 二

(D
, ,

力
:
)

= [D
l
一 r (D

:

+ C
二
)〕

一 ‘

〔(1 一 w )D
,

+ (w 一 r )(D
:

+ C
二
) + (D

3

+ 岛 )〕

一 I 一 w (D
,
一 r D

:
一

r
C
二
)一

I
A 一 (I 一 r L )一

‘

[ (I 一 w D ) + (w 一 r) L 十 w 丽」
,

(5 )

其中 w
, : 任 / R 分别为松弛参数和加速参数

,

且 w 笋 。
,

d e t (D
,
一rD

Z
)一 d e t力笋 0

.

令
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一
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一
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;
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力 = D
,
一 : D

: ,

D = 力一‘D , , 乙 一 力一
‘

q
,

犷 一 乃
一 ‘e , ,

(6 )

当参数偶 (w
,

r) 取不全值及对角阵 D
, ,

D
Z

取不全形式时
,

可得到各种不全的迭代法
〔。

.

1 SG A O R 方法

对称的推广的 A O R 方法 (或 s G A O R 方法 )可 以看作由两个半迭代所组成
.

其第一个半

迭代即是 G A O R 方法本身
;而第二个半迭代则是 几 和 C : 互相交换的 G A O R 方法

.

于是
,

我

们利用通常的 (F o rw a r d )G A OR 方法由 x ;

决定 x 。+ 告
,

即

x ; +
晋一 ￡

。
,·

(D
; ,

D
:
)x

,

+ w [D
:
一 r (D

:

+ q )〕
一 ‘b

,

(7 )

其中

￡
,

, r

(D
, ,

D
:
) 三 ￡

,
, ;

一 [D
,
一 r (D

:

+ C
:
)〕

一 ‘

〔(1 一 w )D
;

+ (w 一 r ) (D
:

+ L ) + w (D
:

+ C v ) ]

一I 一 w (D
;
一 rD

Z
一 rC

:
)一 IA 一 (I 一 rL )一

‘

【(I 一 w D ) + (w 一 r )L + w 犷〕
.

(8 )

再由(B a c kw a r d ) G A O R 方法从 x *十
告决定 x , + :

得

x * + ,
一 U ,

, ·

(D
, ,

D
Z
)x

. +
专+ w [D

,
一 r (D

:

+ C v )〕
一 , b ,

(9 )

其中

U 、
r

(D 价D 户三 U ,
, ,

~ 〔D
,
一 r (D

:

+ C : )]
一 ‘

〔(l 一 w )D
,

+ (w 一 r ) (D
:

+ G ) + w (D
:

+ q )〕

= I 一 w (D
,
一 r D

Z
一 沁

, )一
‘
八 = (I 一 布 )一

,

[ (I 一 二D ) + (w 一 r )7 + w L 〕
,

(1 0 )

从 (7 )和 (9 )消去 x ; 十
专得 S G A O R 迭代

x ; + ,
一 少 ,

, r

(D
, ,

D
:
)x

.

十 C
,

(1 1 )

其中 少
侧

, ,

为 S G A O R 迭代矩阵
,

其表达式为

少刊
, 厂

(D
, ,

D
:
)三 少

切
, ,

= U ,
, r

(D
, ,

D
Z
)￡

,
, r

(D
: ,

D
:
)

= I 一 [D
,
一 r (D

:

+ C : )〕
一 ‘

M (w
, r )〔D

;
一 r (D

Z

+ q )〕
一 ‘A

,

(1 2 )

其中

M (w
, r ) 三 材品

, r

(D
; ,

D
Z
) = w [ZD

,
一 Z r D

:
一 r D

,

+ (r 一 w )A〕
,

(1 3 )

而

C 一 [I 一 少训
, r

(D
, ,

D
:
)〕A

一 ‘
b

.

(1 4 )

由(1 2 )可得

I 一 少、
,

一 〔D
,
一 r (D

Z

+ C , )〕
一 I

M (w
,

r) 〔D
:
一 r (D

Z

十 q )〕
一 ’A

.

因此
,

当 A 及 M (w
,

r) 非奇异
,

且 d et (D
l
一 rD

Z
)护。

,

I一少训
, r

是非奇异的
.

进而 由(1 4 )式
,

根

据文 〔1〕定理 3 中式 2
.

2 及式 2
.

4 推出 S G A O R 方法与方程组 (1) 是完全相容的
.

2 收敛性分析

引理 1 设 A 正定实对称
,

如果 M (w
,

r) 正定
,

则 d e t (D
l
一 rD

:

)并 。

证 假定 w > 0
.

因 M (w
,

r) 正定
,

则

M (w
, r
)

Z刀

~ 2 D
I
一 Zr D

:
一 r D

A

十 (r 一 w )A
.
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也是正定的
.

因此
,

对任意 x 举。有

。< x T

「ZD
;
一 Zr D

:
一 r D

,
十 (r 一 w )A」

x

~ x T

[ ZD
,
一 Z r D

:
一

r
(C

:
十 C :

」
x 一 w x T

A x

< xT 「2 D
I
一 Z r

D
。
一

r
(C

:

十 叮)〕
x 一 Z x T

「D
,
一 r D

:
一

r
C

:

」x.

它意味着 de t( D
;
一 r D

:
一

r
C

:
)一 d e t (D

l
一

r
D

:
一沼

: )笋。
,

注意到 一C
:
(一 C : )为 A 的严格

下 (上 )三角阵
,

于是便有 det (D
l
一 r D

:
)并。

.

同理可证
,

w < 0 也成立
.

引理 1 证毕
.

引理 2 如果 d et (D
l
一 r D

。
)举 。且 A 实对 称 正定

,

则 对 任意实数偶 (w
,

r)
,

相 应的

S G A O R 迭代矩阵 空 ,
, ,

的特征值是实的
、

非负的
,

且

(￡舔 )
T
一 砚

。 , ,

(1 5 )

及

11￡
。、
川 支

,‘,

一 产(U (,
, r ) ,

(￡
,

, r

) = 户(饥
. r

) = 11巩
, r

11
, ,‘2 ,

(1 6 )

其中

一 A
‘/ “

￡
,

, r

A 一
告

,

u 钻
, r

一 A
, /2 u

。
, r

A 一‘/2
,

一 A
l / 2

戮
, r

A 一
告

,

全 ,
, r

~ u
,

. ;

￡
, , , } (1 7 )

}{￡
, 。 ,

川
, 1二 一 A

‘/2 ￡
, .r A 一

告
,

}{少 , 二

11
, ; / 2

_ Al
/ :

巩
。 .

rA
一
合

,

}}巩
。 , ,

1}
, , /2 是矩阵A

‘/2 的 2
一

范数
,

爪 B )表示矩阵 B 的谱半径
.

证 因 A 为实对 称正 定矩 阵
,

故存在一对称正定矩阵 Al /2
,

使 A 一 Al
/ Z

AI /2
,

再由 (8) 及

(1 0 )可知

￡公
, r T
一 「I 一 w A

‘/ “(D
:
一 r D

:
一

r
C
二
)一

’
A

‘/ z

〕
T
~ U斌

, ,

又

峨
, . r

一 A
, / 2少。 r

A 一 ‘/ 2 一 A l/Z U ,
. r

￡
,

.

r

A 一 ‘/2

一 A I/Z U ,
, r

A 一 “ z
A

‘/2 ￡
, .r A 一‘/2 ~ U 拟

;

￡耘
,

~ (￡;
。 , 二

)T ￡易
, 二 .

因此
,

嗽
, ,

非负定
,

少;.r 及其相似矩阵 空。
r

的特征值是实的非负的
.

由文 〔2〕定理 2 中的

l. n 式推 出

}}￡
t。 , 二

忱
1 / 2 一 (A

‘/“

￡
。

,

rA
一

匀
“
一 (￡礼

, r

)
”

一产(￡;
。 二

(￡毓
二

)
T
) 一 p (￡

:‘
.

r

U 扎
. r

) 一 p (U ;
。 二

￡裱
二

) 一 p (少;
。 . r

) 一 户(少
。 , , r

)
.

引理 2 证毕
.

引理 3 旧 A
T
A 对称且非负定

,

如果 A 满秩
,

则 A
T
A 正定

.

定理 1 设方程组 (1) 中的系数矩 阵 A 正定对称
,

则相应的 S G A O R 迭代矩阵有实的非负

的特征值
,

且 S G A O R 方法收敛
,

即

川少
。 二

) 一 }}少
钊 . 二

}}A
l /“ 一 {}￡讯

,

}}知
2

< 1
,

当且仅当 M (w
,

r) 正定
.

反之
,

若 }{坐
。 .

川
, ; / :

< 1
,

则 M (w
,

r) 正定
.

证 由 (1 7 )知

少孟
, 二

~ U斌
,

￡ ;
。 、二

= I 一 A
‘/ 艺 (D

,
一 r D

Z
一

r C : )一
‘

M (w
, r ) (D

,
一 r D一

r C
:
)一

‘
A

‘/ 2 ,

(1 8 )
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由引理 2 知其特征值是实 的非负的
.

又因 M ~ M (w
,

r) 正定
,

所以

I 一 伞疏
r

~ A I/2 (D
l
一 r D

:
一

r
C v )一

‘

砂
/2
肥

/ 2 (D
l
一 r D

:
一

r C :
)一

‘
A l/2

~ 仁妒
/ 2 (D

,
一 r D

:
一

r
C

:
)一

‘
A

, / 艺

〕
T
〔M

‘/ z (D
,
一 r D

:
一 r C :

)一
‘
A

‘/ 2

〕
,

(1 9 )

由引理 1 知
,

d e t〔M
‘/ 2 (D

;
一rD

:
一 rC

:
)一

‘
A

‘/ 2

〕= d e tM
‘/ 艺d e t (D

;
一 r D

:
一沁

L
)一

‘ ·

d e tA
‘/ 2护 。

,

故

M l/2 (D
,
一 二D

:
一‘

:
)一

‘
A

l / “是非奇异的
.

由 (1 8) 及引理 3 知
,

I一式
, r

是实对称正定的
·

因之
,

呱
, r

的特征值小于 1
.

从而其相似矩 阵 少
认 , ,

的特征值也小于 1
.

于是证明了 空
,

, r

的特征值是实

的非负的且小于 1
.

这意味着 P( 少
w

. r

)< 1
,

即 SG A O R 方法收敛
.

反之如果 爪少
、

, 二

)< 1 ,

则矩阵

I 一 少,
, 。

= [ (D
l
一 r (D

:

+ r C : )〕
一 ‘

M (w
, r )〔(D

,
一

r
(D

:
一 r C

L一 ‘
)〕A

.

(2 0 )

特征值为正的且小于 1
.

而矩阵〔D
l
一 r( D

:

+ 以 )」(I 一少w,
r

) [ (D
,
一r( D

2

+ 月I)〕
一’

相似于 (20 )

左边且因此与矩阵 I一少
,

,二

有相应特征值
.

考虑到 (20 )
,

则

E 一〔D
l
一 r (D

:

+ C l)〕(I 一 甄
. r

) [D
l
一 r (D

:

+ C l)〕
一 ’

= M[D
,
一 r (D

:

+ C l)〕
一 ‘
A [D

,
一

r
(D

:
+ C l)〕

一’

= M {〔D
,
一 r (D

:

+ C
:
)〕

一 ‘
A “名

}弋〔D
,
一 二 (D

:

+ c
:
)〕

一 ’
八

, ‘“}
T

= 大了尸
.

(2 1 )

其中矩阵 F ~ 王〔D
,
一 (D

:

+ C
:
)〕

一 ’A ‘

/z} (「D
,
一r( D

2

+ C
:
) ]

一 ‘

Al /z}
T

为实对称正定矩阵
.

因 d e t

弋〔D
,
一 (D

:

+
r
C

:
)〕八

, / 2 }= d e t (D
,
一

r
D

:
一

:
C

:
) d e t八

‘/ 2 }护 。
,

由(2 1 )知
,

E 有正特征值
,

故 五了尸

有正特征值
.

因 M 及 F 均是实对称矩阵且 F 正定
,

从而 由引理 2 知 M 也是正定的
.

定理 1

证毕
.

当矩阵 石一乃
一 ‘(c

:

+ c : )一 L 十丽 的特征值 产‘

为实数时
,

记 产一 m in 八
,

不一 m a x 八 ,

其中 乃
~ l《 i蕊 n l簇该簇 ”

一几 一rD
Z

·

又记对角矩阵 D 一乃一 ’

几 的特征值为 “、
,

且记 竺一黑
峨

,

刁一廷州
‘ ,

定义集合 J

(w
,

r)
,

其中(w
,

r) 〔J (w
,

r) 满足下列条件
:
(A )0 < w < 2 /刁;

及 (B )r 满足下述条件
:

(i )当 产< 不簇 0 时
, r > w + (2 一 w d ) / 产 ;

(ii )当万> 召) o 时
, r < w + (2 一w 刁) /不

;

(ii i) 当 产一不一 。时
, 二

任意
;

(i 初当 产< 。< 再时
,

w 十 (2 一 w d 丑)/ 产< : < w 十 (2 一w 了)/ 拜

于是
,

由定理 1 易得
.

推论 1 设方程组 (1) 中的系数矩阵 A 实对称正定
,

如果 力一D
,
一 r D

Z

> 。
,

则 S G A O R 方

法收敛
,

当且仅当 (w
,

r) 任J (w
,

r)
·

证 因 户一D
l
一rD

:

> o
,

则存在 力
‘/ “

使 乃
‘/ 2力

‘/ 2 ~ 乃
,

于是

M (w
,

r) 一w [ ZD
,
一 Z r D

:
一 r D

,

+ (r 一 w )A 〕

一w [ 2力 一 (
二
一 w ) (c

:

+ c : ) 一 w D
,

〕

一w {乃
‘/ “

仁21 一 (r 一 w )力
’/ 2召力一 “ 2

一 w 力
‘/ “D 力一 , / “

]万
‘/ 2 }

,

故矩 阵 M (w
, 二
)正定当且仅当矩 阵 w {21 一 (: 一w )B 一二D }的特 征值 入一w {2 一 (r 一 w )群

、
一

w d
:

}> 0( i一 1
,

2
,

⋯
,

n)
.

不难验证
,

当且仅当(w
,

r) 任 I (w
,

r) 时上式成立
,

由定理 1 可得本推

论
.
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由定理 1
,

仿文〔4〕易得
.

推论 2 若 A 实对称正定
,

则 S G A O R 方法收敛
,

如果下列条件之一成立
.

(i) O< w 簇
r ,

且 d
, , > r (d

: , + a 万 / 2 )
,

j一 1
,

2
,

⋯
, n

.

(ia ) o < w簇
r ,

D
l

> 0 ,

D
Z

> 一D
,

/ 2 且
r 任 (0

,

m in 勺)
.

]

(ib ) 。< w 簇
, ,

D
、

< 0, D
2

< 一 D
,

/ 2 且
, 任 (。

,

m 鲜今
,

+ co )
.

(ie ) 0 < w 簇
r ,

D
,

> 0
,

且 D
Z

< 一D
,

/ 2
.

(11) r
成w < o 且 d

l , < : (d
Z , + a , , / 2 )

,

j~ 1
,

2
,

⋯
, n

.

(“a ’r
镇w < O ,

D
l

> 0 ,

D : < 一D
A

/ 2 且 r 任 (- co
,

m,i
n 勺)

·

(iib ) r
镇w < 0

,

D
l

< 0 ,

D
:

> 一D
,

/ 2 且
r 任 (m in 勺

, 0 )
.

(1ie ) r
簇二< o

,

D
;

< o 且 D
,

< 一D
,

/ 2
.

其中
。, = 2 d

l,

/ (2 d
2,

+ a ji )及 d
l, ,

d
: , , a 、(j一 l

,

2
,

⋯
, n )分别为 D

; ,

D
: ,

D
,

的对角元素
.

推论 , 如果 A 是实对称矩阵且 D
,

> o ,

又 D
:
一 kD

,

(k > o )
,

D
:
一 。

,

D
3

) 。
.

如果 。< w <

2k 且 , 十 (2k 一w )/ 痴
n

< r
丈w + (2k 一w ) / 产漏

二

(其 中风
i。 ,

风
a二

分别为 G J方法迭代矩 阵 B
‘
-

L
‘

+ V
‘

一D 刃
’
(C

:

+ C : )的最小与最大特征值 )
,

则 S G A O R 方法收敛当且仅当 A 是正定矩阵
.

定理 2 如果方程组 (1) 的系数矩阵 A 为实对称矩阵
,

且 M (w
,

r) 正定
,

D
l
一rD

Z

> 。
,

则相

应叼 SG A O R 迭代矩 阵有实特征值 入
.

进而
,

如果 爪饥
,

,

)< 1
,

则 A 正定
.

证 因 M (( w
,

r) 正定
,

故 少
侧

, r

相似于

少二
, ,

一 I 一 M
一 , / 2
〔D

,
一 r (D

:

+ C l)〕[D
;
一 r (D

Z

+ 此)〕
一 ‘

M

x 〔D
,
一 r (D

:

+ C
:
)j

一‘A〔D
,
一 r (D

:

+ 砚 )〕
一 ‘

砂
/ z

= I 一 M
‘/ 艺

[ D
I
一 r (D

Z

+ C
:
)〕

一 ’
A [D

l
一 r (D

:

+ C l)〕
一 ’

护
‘,

一I 一 {砂
/ 2
[ D

;
一 r (D

:

+ q )〕
一 ‘

}A 弋M
, / 2

[D
;
一

r
(D

:

+ C
:
)〕

一 ‘}
T

.

它 是对称矩 阵
,

故甄
. r

有实特 征值 入
,

因 c ~ 弋M
, / 2
〔D

,
一 , (D

Z

+ C :
)〕

一 ‘

}T {M
, / 2

〔D
I
一 : (D

:

+

e
二
)〕

‘1

}且 d e t {材
“2

[ D
,
一 : (D

:

+ e
:
)〕}一 d e t材

, , Z d e t [ D
,
一 , (D

Z

+ e
二
)j> 0

.

由 (2 0 )式得 I一

甄
. ,

~ c A
.

如果 P( 少、
, ,

)< 1
,

则 l一凡> 0 且矩阵 c A 的特征值为正
.

由文〔3〕引理 2
,

意味着 A

也正定
.

3 谱半径的估计

现在估计 sG A O R 方法的谱半径 p (少
。, , r

)
.

如果系数矩 阵 A 正定
,

令 R 一 ‘
(w

, A )一Al /z( 力

一沁
, )一

‘

M (w
, r ) (乃一

r
C
乙
)一

‘
A “2 ,

则 由定理 i 的证明知 尺 (w
,

A )一 八一 ‘/ 2 (乃一沁
乙
) [ M (w

,

r) 〕
一 ‘(乃一‘

p )A 一 ‘/ ,

的特征值位 于〔1
,

+ co )
.

因此
,

H (w
, 二 )一 A 一 ’

(力一‘
:

)[ M (w
, : )〕

一 ‘(力

一rC 神的特征值位于同一区间 [l
,

+ oo )
.

令 又(w
,

r) ~ P( H (w
,

r) )一 P(R (w
,

r) )
,

则存在向量

y 使得 万 (w
, 二 )y = 又(w

, 二 )y 或 (力一‘
:
)〔汀(w

, 二 )〕
一 ‘
(力一 犷c P )y = 从y

,

于是

又(w
, r ) =

, ,

锹 。
、

l 。 _ 认
, 、 ,

~
.

~
、

~ , _ , ,

叙 。
、

y
一

又刀 一 r七 L ) 石 L艺刀 一 气r 一 w 八七“ 一 七 v 少 一 w 刀
A J 伙刀 一 r L. F 少y

y TA y

尹(乃 一 rC
:

,力矛亩〔21 一 ‘
犷
一 w) 乃矛 (c

: 十 cv )力宁 一 w 户宁D
,

力宁〕
一 ,
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x 乃宁(户 一 : e : )y
·

(夕T八夕)一
,

.

(2 2 )

若令

, ‘
~ 乃场

, ,

则 (y
‘
)
T
一 , T

户蛋
,

B
‘
一 乃宁(c

;

+ c : )乃寻 ~ 乃

D
‘
~ 户子D

A

乃寻 一 力专D 力宁
,

(2 3 )

、|l
.
L产
.

!
二
z

力B
1.2

矩阵 w 〔21 一 (r 一w )D
‘
一w D

‘

」的最小特征值 凡
in
也是 M (w

,

r) 的最小特征值
.

从式 (22 )得

“‘W
, · , 簇
众

·

簇
众

·

y
,

T 一 , ,
一 : , ‘T刀

‘y ‘

+ 厂 , y ‘T (乃宁e
:

乃子e
v力宁)y

,

, , T D
‘夕‘

一 少, TB
‘ y ‘

1 一 r 甲+ 尸万
子一 夕

(2 4 )

其中

y ‘ T B ‘y ’

专一 乙二万万二于
一

y
’

一

y
‘

簇 P(B
‘
) = P(B )

, y ‘T (石子e L

乃一 ‘
e

:

乃宁 )y
‘

y
‘

.

y
‘

簇 产(乃宁e
:

乃一 ‘e v乃子)

一 。(力宁户
一 ‘e

:

乃一 ‘e v乃宁)

一 p (乃告L犷乃子 ) ~ p (L丽)
,

(2 5 )

夕‘ T
D

‘夕’

夕, T 夕, 成 P(D
‘
) = P(D )

.

于是
,

我们有如下的定理
.

定理 2 如果矩阵 A 正定
,

则

P( 汽 .r) 一 }}汽
, ,

}}Al
/ “
簇 1 一 偏

。

(夸一 甲)

1 一 r 军+ r Z

万
’ (2 6 )

其 中 甲
,

万
,

杏由 (2 5 )所确定
,

标
i。

为矩阵 M (w
,

r) 的最小特征值
.

4 数值例子与结论分析

例
‘3〕

考虑如附图的多角形域 A B CD E F 的 L a p la c e 方程混合边值问题

挤T

七
么

护T
十 于升

dy
-

(2 7 )

万些
t了

’

:

在 A B 边上
,

在 C D E F 边上
,

(2 8 )

扩
_ _ , _

_ ~ ~ _
‘ 、 , ,

又, 一 U
,

仕 万七 反 户 n 迈上
,

d Z )

(2 9 )

如 附图
,

采用正方形网格并利用文 〔6 〕所给 出的差分格式
,

计算如附图所示 的十个 网格点上的

T 值
,

得到方程组 (1) 的系数矩阵
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一 1

一 1

一 1

4

0

一 1

一 1

0

3

一 1

O

一 1

O

一 1

一 1

4

一 1

0

一 1

0

一 1

O

O

一 1

4

O

0

一 1

0

0

3

一 1

0

O

0

一 1

O
(3 0 )

一 1

4

一 1

一 1

O

一 1

0

一 1

4

4

一 1

O

O

一 1

一 l

3

l
‘

⋯|
l

|
|||||L

是不可约对角占优
、

实对称且对角元为正 实数
.

从 而
,

由文〔7〕定理 1
.

8 知
,

它是正定矩阵
.

由定

理 1 知
,

此 时 S G A O R 方法收敛
,

因此
,

定理 1 及

其推论均适用于此例
.

我 们分别 按 下述 两种方案搜索求 S G A O R

(当 r 一w 时为 S G S O R )迭代矩阵谱半径 P( 少
w

, 二

)

(或 户(少
别

.Tv )) 的 最 小值
,

并 与 S A O R 方 法 (或

SS O R 方法 )及 S O R (或 S O R )方法加 以比较
,

其

结果列于附表
.

方案 ( I ) 取 D
:
= o

,

D
I
= d ia g 快

,

无
,

⋯
,

龙)
,

(k 一 3
,

4
,

5 )
,

取参数偶 (w
,

r) 如下

w = 0
.

0 1 (0
.

0 1 ) (1
.

9 9 / d )
,

(3 1 a )

{{{___
{{{{{

附图 多角形 区域

w + 丈〔1 0 0 (w + (2 一 w d ) / 产) ] / 1 0 0 }<
r

< w + { [ 1 0 0 (w + 2 一w 了) /万〕/ 1 0 0 }
,

(3 1 b )

其中 d 刁
,

产
,

万如节 2 推论 1 所定义
.

方案 ( l ) 取 D
Z
一 。

,

D
,
一 kD

,

(k 一 。
.

1
,

。
.

1 5 , 0
.

2 )
,

取参数偶如下

w 一 0
.

0 1 (0
.

0 1 )Zk
,

(3 2 a )

w + {[ 1 0 0 ((Zk一 w ) / 产
‘ 。in

) ] / 1 0 0 }<
r < w + {〔1 0 0 ((Zk 一w ) / 产

‘ m o x

))〕/ 1 0 0 }
,

(3 2 b )

其 中 k
,

尸 ~ 及 尸。
二

如节 2 推论 3 所是定义
.

〔x 〕表示实数 x 的整数部分
,

a( o
.

01 )b 表示从
a

开始按步长 0
.

0 1 顺序取值到 b.

由附表看出
:
(l) 最优 S G A O R 方法与最优 S G S O R 方法的谱半径哪一个较小很难说

; (2)

但是
,

总可选取适当的 D
, ,

D
:

及 w
, r
使最优 S G A O R (S G S O R )方 法的谱半径 比相应的 S AO R

(SS O R )方法的谱半径小
,

从而加快 收敛速度
; (3) 附表中所列最优 S G A O R 方法谱半径并 不

小于相应的最优 A O R 方法的谱半径
,

但这种 D
l ,

D
:

应该是可以找到的
.

如果找到 D
l ,

D
:

及

参数偶使 爪空
。 ,

)一 。则敛速最快
.

显然这是一个 尚待研究的课题
; (4) 由于 A 正定对称

,

且

(w
, : )满足节 2 推论 1 及推论 3 条件

,

S G A O R 方法的 Jac o bi 迭代阵的特征值全为实数
,

然而

对 A O R 方法而言这一事实通常并非是真的
.

因此
,

半迭代技巧可用来加速 SG A O R 方法的

收敛性
.
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附表 迭代矩阵的谱半径比较表

方 法 Ja e o b i 阵谱半径
最佳松弛因子

(w
, r )

3

S G A O R 方法
方案(l)

D Z 一 0 4

D ; = d ia g 〔k
,
k

,

⋯
,
k

,

]
(w ~ r

为 S G A O R 方法)

5

0
.

1

S G A O R 方法
方案( I )

D : = 0 0
.

1 5

D l = kD 乃

(w ~ r

为 S G SO R 方法 )

0
.

2

产= 0
.

9 0 3 7 6 3

产= 0
.

6 7 7 8 2 3

产一 0
.

5 1 3 5 6 1

(0
.

7 7 9 8 7 7 6
,
0

.

9 9 9 6 5 9 4 )

(0
.

9 5 9 0 9 9 4
,
0

.

9 5 9 0 9 9 4 )

(0
.

5 8 9 9 9 9 8
,
0

.

6 9 9 2 3 7 1 )

(1
.

2 9 3 9 9 9
,
1

.

2 9 3 0 9 9 )

(1
.

6 0 0 0 0 0
,
1

.

4 9 1 2 7 0 )

(1
.

6 5 0 0 0 0
,
1

.

6 5 0 0 0 0 )

相应迭代矩阵
最小谱半径

0
.

3 3 8 9 9 4 2 2

0
.

3 2 4 5 0 2 4

0
.

3 5 0 8 0 9 2

0
.

3 3 6 7 9 8 5

0
.

3 1 1 0 4 0

0
.

3 3 3 6 0 0

产
‘m 。 二

~ 0
.

7 5 4 1 6 6 8

产
‘ m 。二

一 0
.

7 5 4 1 6 6 8

产
‘ m 。:

~ 0
.

7 5 4 1 6 6 8

(0
.

1 2 0 0 0 0
,
0

.

0 9 8 7 8 4 5 )

(0
.

1 2 0 0 0 0
,
0

.

1 2 0 0 0 0 )

(0
.

1 8 0 0 0 0
,
0

.

1 4 8 1 7 7 )

(0
.

1 8 0 0 0 0
,
0

.

1 8 0 0 0 0 )

(0
.

2 3 0 0 0 0
,
0

.

1 8 4 9 1 7 2 )

(0
.

2 3 0 0 0 0
,

0
.

2 3 0 0 0 0 )

0
,
3 2 5 4 2 7 5

0
.

3 2 5 9 5 0 6

0
.

3 2 5 4 2 7 7

0
.

3 2 5 8 6 2 9

0
.

3 1 8 2 8 1 5

0
.

3 2 4 6 0 2 9

产一 0
.

7 5 4 1 6 6 8
3 5 3 7 0 7

3 6 4 8 4 1

00,,、J、
一几O乙11口曰O白0山q山勺乙

,
11

SA O R 方法
〔3〕

(w 一 r
为 S SO R 方法 )

S A O R 方法
(w = r

为 SO R 方法 )
产一 0

.

7 5 4 1 6 6 8
0 2 1 0 0 0 0

0
.

2 1 0 0 0 0
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