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摘要 考虑算子方程 Tx 一 x 解的存在性
,

目的是要改善作者和 s击m a n s
等的一些结论

.

在

算子单调性的条件下
,

给出存在性的构造性证明
.

关键词 算子方程
,
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,
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在本文的讨论中
,

恒假定实线性系统 戌
厂

中有一个部分序 (
,

而且 泛羌产 中每一个有上界的

简单有序集都有一个最小的上界
.

详言之
,

一个 A be l加群对实数域定义了数乘
,

满足通常的

公理
,

就称它是一个实线性系统
.

如果实线性系统 ‘奢
.

中某些元对规定了 x ) y 的部分系关

系
,

满足
:
(l) 对所有的 x 任及

产 ,

有 x 》x (反身性 ) ; (2) 如果 x ) y 且 y ) x
,

则 x ~ 刃反对称性 ) ;

(3 )如果 x ) y 且 y )
z ,

则 x ) z( 递推性 )
.

同时此部分序关系使得变换 x ~ x + r(
r 固定 )和 x

~
“x (a > 0) 在线性系统

.

男
产

中诱导一个序自同构
,

那 么我们就称 戌
产

是一个部分序 (实 )线性

系统
〔D

.

我们要用到文〔幻中的引理
,

即

引理 假如 x 。 ,

y 。
任

.

免
产
(x

。

钱y 。
)是两个给定初始元

,

满足 T 忿。

) x 。 ,

汤
。

簇y 。 ;
此外假定算

子 T 在序区间〔x
。 ,

y0 〕上单调增加 (保序 )
,

即从 x0 镇 x 簇y 簇y 。

可得 T 工簇与
.

那末迭代

「x
, 十 1

一 T x
,

气
,

, + 1
一 二 ,

,

(n 一 。
,

l
,

2 ,

⋯ ,

之下有 x 。

簇 x ;

簇x Z

簇⋯簇 x
,

簇⋯镇y
,

簇⋯成y Z

簇y ;

镇 y 。 ,

而且算子方程 T 士一 x 在每个序区间

〔x
, , y

,

〕(n 一 。
,

1
,

2 ,

⋯ )上都至少有一个解
·

1 单调减算子的讨论

上面研究的是单调增算子的情况
,

从假定满足相应条件的初始元 x 。

和 y 。

出发
,

通过通常

使用的程序去迭代
,

从而得到解的存在性定理
.

本文首先要证 明对于单调减算子的情况
,

也可

建立与上述类似的定理
,

而且只要假定知道一个满足相应条件的初始元 y 。

即可
.

定理 1 假如 y 。
任盈

广

是给定的初始元
,

满足 勿
。

镇y 。 ,

B (勿
。
)簇y 。 ;

此外假定算子 B 在序

区间〔场
。 ,

y 。

〕上单调减少 (反序 )
,

即从 场
。

钱 x 簇 y簇y 。

可得 勿簇B x ; 又存在某正数
a
使算子

B + aI 在 〔场
。 ,

y 。

〕上单调增加
,

其中 I 表示恒等算子
.

那末在迭代 头
+ ,
一场

。

(n ~ 0
,

1
,

2
,

⋯ )之

‘
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下有 y ;

镇y 3

簇y 。

成⋯簇yz
, 十 1

( ⋯成脚
,

镇⋯簇y ‘

成y :

镇y 。 ,

而且算子方程 场一 y 在每个序区间

〔y
: ·+ , , , 2 ·

〕(n 一 o
,

l
,

2
,

⋯ )上均至少有一个解
.

证 由初始条件 y ,
一汤

。

簇y 。 , y Z
~ B (汤

。
)簇y 。 ,

利用算子 B 在 〔y
; , y 。

〕的递减性可以依序

得到如下不等式

{
y l

镇 y 。 ,
y Z

) y , , y 3

簇 y Z ,
y ‘

) y 3 ,

⋯

y :

镇 y 。 ,
y :

) y ; ,
y ‘

镇 y : ,
y s

妻 y 3 ,

⋯

整理上式
,

可得到如下交错两端逼近序列 y ,

簇为成y s

簇⋯簇脚*
1

簇⋯簇脚
”

簇⋯簇y ‘

簇为蕊y 。
.

现在来证明对每一个
n ,

算子方程 汤一y 在序区间〔为、
1 ,

为
。

〕上都至少有一个解存在
.

令

算子

~ 1
,

。

1 ~ 了 - 一扩一尸 气力 月一 口诬少
,

1 叫

t
叫 ,

口

则利用 B 的递减法和 yz 、
1

成脚
, ,

得

二y : , + ,
-
兴二

(。 + 、)y : 。 + 1

l 门es “

1

1 +
舀(B 少

: ·+ l

+ ay
Z· + 1

)

、 1
, n

. 、

1

笋 不一丁-
~

二又力 y : ,

一 口y z , + i 少 ~ ; , 不一二 : Ly Z , + i

十 口) : , + i ) ~ y 助 + 1
·

1 门一 “ l 门一 “

类似地
,

利用 B 的递减性和 为
二一 ,

簇 yz
二 ,

可得 与
2 。

镇yz
, .

由定理假设和
a > o ,

知算子 T 在序区

间〔为、
; ,

yz
,

〕上是单调增加的
.

根据 引理存在 y
’ ,

满足 为、
,

簇y
‘

( 为
, ,

与
’

一 y
’ ;
即 (场

’

+

ay
’

)/ (1 + a) 一y
. ,

也即汤
‘

一 y
’ .

这样就证明了 y
‘

是算子 B 在〔yz
。十 : , y动上的一个解

.

推论 1 假如 y 。
任及

产

是给定的初始元
,

满足 勿
。

成 y。 ,

此外假定在序区间〔汤
。 ,

y 。

〕上算子

B 单调减少
,

而算子 B + I 单调增加
,

那末在迭代 扎
+ ,
一历

二

(n 一 。
,

1
,

2 ,

⋯ )之下有 y :

簇 y 3

簇挑

簇⋯成为
。 + ,

簇⋯镇yz
”

镇⋯成 y 、

毛y Z

板y 。 ,

而且算子方程汤一 y 在每个序区间 〔为
。十 , ,

为
,

〕(n -

o
,

1
,

2
,

⋯ )上都至少有一个解
.

事实上
,

由 y l

镇 y。 和算子 B 十 I 的递增性得 汤
,

+ y l

簇勿
。

十 y 。
一y ,

+ y 。 ,

此即 y :

簇yo
.

在

定理 1 中令
“一 1 即得本推论

.

推论 2 假如 x 。
任及

产

是给定的初始元
,

满足 B xo ) x 。 ,

B (B x 。
)) xo

.

此外假定算子 B 在

序空间〔x
。 , B x 。

〕上单调减少
,

但存在某正数 a, 使算子 B + aI 在 〔x
。 ,

B x 。

〕上单调增加
,

那么在

迭代 x
, + :
一B x

。

(n 一 0
,

1
,

2 ,

⋯ )之下有 x 。

毛 x Z

镇 x ‘

镇⋯簇 x : ,

毛 ⋯簇 x , + :

簇 ⋯簇x s

簇 x 3

镇 x l ,

而

且算子方程 B x 一 x 在每个序区间〔肠
, ,

x 加+ 1
〕(n 一 。

, l
,

2
,

⋯ )上都至少有一个解
.

事实上
,

在定理 1 中取 y 。
二 x l ,

则 由假设 y0 ) x 。

和 y l

) x 。

以及 B 的递减性得 汤
。

簇y 。

和

B (场
。
)簇y 。 ,

从而满足定理 1 的条件
,

进而不难得知此推论的真确性
.

须指出
,

运用推论 1 的

方法
,

在推论 2 中令
a ~ 1 即得文 〔2〕中的定理 1

.

2 非单调算子的讨论

上面讨论了单调 (增或减 )的算子方程解的存在性
,

并且给出迭代程序
,

用两边单调逼近的

序列去界定解所在的小区间
.

下面我们来讨论一类非单调的算子方程
,

也就是单调可分解的

算子方程 A x +
r
一 x (r 为常量 )

,

其 中算子 A 可分解为单调增加算子 T 与单调减少算子 B 之

和
,

即 A 一T + B
.

讨论这类问题
,

通常认定 况‘中已有两个初始元 x 。

和 y 。
(x0 簇y 。

)满足条件
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T x 。

+ B y 。

+ r
) x 。 ,

T y 。

+ B x 。

十 r
簇 y 。 , } (l )

在通常的迭代程序

x 计
1
~ T x

。

+ B y
。

十 r

% + ,
一 T y

,

+ B x
。

+ r

(。

一
,

1
,

2
,

⋯ )

} (2 )

之下
,

正如 L
.

Col la tz 在文〔3〕中指出的
,

不难用数学归纳法证明对一切
n ,

有

x 。

镇 二 l

( x :

簇 ⋯ 簇 x
,

簇 ⋯ 簇 y
,

簇 一 镇 y :

气 y l

镇 y o
.

(3 )

然后去研究方程在序区间〔x
。 ,

y
,

〕上有解的条件
,

如文〔2 〕~ 〔6〕
.

为了提高序列逼近的速度
,

后

来有人 (如文 〔4 〕)将程序 (2) 改进为

X
二十 1

一 二X
,

+ B ,
·

+ · 。, 一 。
,

1
,

2
,

⋯ )
飞

(4 ,

苏十 ;
一 T y

,

+ B x *
l

+ r
J

此时初始条件自然应有 x 。

镇y 。 ,

且

y 。

) T x 。

十 B y 。

十 r
) x 。 , ’

T y 。

+ B x ;

+ r 镇 y0
·

(5 )

Sd
r m an 和 A lbre oht 在文〔1〕中就

n
维欧几里得空间 r 中算子 A 全连续的情况证明了

:

在 初始条件 (5) 和迭代程序 (4) 之下
,

方程 A x + r 一 x 在每个 区间〔x
. , y

,

〕中都至少有一个解
.

现在
,

我们要把 r 拓广至部分序线性空间 虎
产 ,

而把算子 A 全连续性的要求改换成存在某个

大正数
a ,

使算子 A + aI 成为单调增加
,

来证明上述结论仍然成立
,

即

定理 2 假设有满足式 (5) 的初始元 x 。

和 y 。 ,

另外存在一个
a > 0

,

使算子 A + aI 在序区间

〔x
。 ,

y0 〕上单调增加
,

那么在迭代 (4) 之下有

x 。

簇 x l

镇 x :

镇 ⋯ 簇 x
。

簇 ⋯ 簇 y
,

簇 一 镇 y :

镇 y ;

簇 y 。 .

(6 )

而且方程 A x + r 一 x 在每个序区间〔x
, , y

,

〕(n 一 。
,

1
,

2 ,

⋯ )上都至少有一个解
.

证 根据式 (5) 和算子 T 的递增性以及算子 B 的递减性
,

得 x 。

钱 x ;
~ T ￡

。

+ 场
。

+ r
( 与

。

+ B x l

+ r 一 y ,

毛y 。
.

由此作为归纳的基础
,

利用算子 T 的递增性和算子 B 的递减性
,

使用数学

归纳法不难证得式 (6)
.

令单调增加算子 T
l

为叭 x 一 〔(A 十aI )x + 门 / (l + a)
,

由 xn 簇y
,

和算子 B 的递减性知

T lx
,

一 (A x
。

+ ax
,

+ r) / (l + a) 一 (T 二
,

+ B x
。

十 ax
,

+ r) /( 1 + a)

) (T x
,

+ B 夕
,

+ a x
。

+ r ) / (1 + a ) = (x
。 + l

+ a x
,

) / (1 + a )

妻 (x
,

+ ax
,

)/ (1 + a) 一 x
, .

另方面
,

由 x
, + l

簇y
。

得

T
ly

,

~ (A y
,

+ ay
,

十 r) / (1 + a) 一 (T y
,

+ B y
,

十 “y
,

+ r) /( 1 + a)

毛 (T ,
,

+ B x
。+ 1

+ a夕
二

+ r ) / (l + a ) = (少
n + 1

+ 勺
,

) / (1 + a )

钱 (夕
。

十 a夕
,

)/ (l + a ) = y
, .

根据引理在区间〔x
, ,

yn 〕上至少有一个 x
’

使得 T
l x

‘

一 x
‘ ,

即 (A x
’

+ a x
’

+ r) / (l + a) -

x
‘ ,

也即 A x
‘

十 a x
’

+ r ~ (l + a) x
‘ ,

A x
“

+ r ~ x
’ .

这就证明了 x
‘

是方程 A x + r ~ x 在 〔x
, ,

y
。

〕上的一个解
.

观察这个定理的证明过程
,

不难看 出
:

在另一种初始条件 (1) 和 另一种迭代程序 (2) 下
,

同
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样假定存 在一个大
a > o

,

使算子 A + aI 在 区间〔x
。 ,

y0 〕上单调增加
,

也可证得方程 A x + r 一 x

在每个区间〔x
, ,

%〕上都至少有一个解
.

例 我们用积分方程 中一个例子来说 明定理的应用
.

设 G 是
n
维欧 氏空间中一个可测

集 (m e s G < oo )
,

尺 (t
, : , u )是满足通常的 e a r a th e o d o r y 条件

,

而且是关于
u
单调增加的非负函

数
.

考虑 L , 空间中非线性积分方程
.

{
* 〔, , : , 。(: )〕d : + a e一(: , + : 一 u (才)

(7 )

的非负解
,

这里
a
与

r
是某两个正数

.

我。。选取 L ,
中全体月卜负函数构成的锥体来弓}入半序

·

此时算子 T “ (, )一

{
c
* 〔:

, ￡ , “ (5 )〕

d
:

是单调增加的
,

而算子 B u( t) ~ ae 一“

(t) 是单调减少的
.

但是算子 A + aI ~ T 十B + aI 不难验知

是单调增加的
,

从而满足定理 2的条件
.

于是 由定理 2知在初始条件 (5) 之下
,

方程 (7) 在每个序

区间吮
, ,

y
,

〕中都至少有一非负解
.

3 可加算子的讨论

最后
,

我们来讨论可分解算子 A 具有可加性的情形
.

在初始条件 (l) 和迭代(2) 之下
,

文

〔5〕中定理 3在假定算子 A 具有可加性的条件下
,

证明了方程 A x + r ~ x 在每个 〔x
. ,

y
.

〕上都有

解存在
.

在这里
,

我 们要指 出
:

对于初始条件 (5) 和迭代程序 (4 )
,

上述论断仍然成立
.

由于证明

比原来的复杂
,

下面给予论述
.

定理 3 假设有初始条件 (5 )
,

而算子 A 在〔x
。 ,

y 。

〕可加
,

那末在迭代 (4) 之下有式(6 )
,

而且

方程 A x + r 一 x 在每个序区间〔x
, , y

,

〕(n ~ o , 1 , 2
,

⋯ )上都至少有一个解
.

证 引入新的乘积空间剪一 咬(x
,

刃 }x
,
y 任g }

,

按通常的方法定义加法和数乘法
,

使它

成为线性空间
.

如果 x > 沪
,
y镇甲或 x ) 沪

,
y < 件 则规定 (x

,

必 > (甲
,

种
.

利用此关系在剪 中引入

半序
:

如果 (x
,
y )一 (x’

,

夕)> (甲
,

卯
,

那末(x
,

刃> (了
,

犷)
.

此时厉 中的上确界为
,

叩(x
,

刃 -

(s u

Px
,

inf 刃
,

不难验证剪 成为一个部分序线性系统
.

其次
,

我们在魔 中引入算子 且(x
,

必一 (Tx + 场+ 二 ,

与+ B (T x + 场 + , )十 ; )
.

下面验证

它在区间〔(x
。 , y 。

)
,

(y
。 ,

x 。
)〕上是单调增加的

.

任取此 区间中两元(x
,

必和 (x
‘ ,

了)
,

设 (x
,

刃镇

(了
,

了 )
,

根据算子 T 与 B 的增减性有 T x + 场十
r 簇T 了 十场

‘

+
r ,

与+ B (T x + 汤 + r) + r
)

与+ B (T 了 + 汤
‘

+ r )+ 二》乃
‘

+ B (Tx
‘

+ 历
‘

+ 二)十 二 ,

由此得出 且(x
,

刃簇且(了
,

夕 )
.

观察定理 2的证明
,

知道式 (6) 的真确性仍然存在
.

由此 可得 (x
二 ,

y
。

)镇 (y
, ,

x
,

)
,

(n 一 0
,

1
,

2
,

⋯ )
.

现证明

才粤
(X 一 y

·

’) (X 一’
·

’
,

七A (少
。 ,

x
,

) 镇 (少
, ,

x
,

)
·

显然 且(x
, ,

y
,

)一 (T x
:

+ 汤
,

+ 二 ,

马
。

+ B (Tx
,

+ 历
。

+ : )+ 二) ~ (x 、
, ,

肠+ :
)妻 (x

, ,
y

。

). 另外
,

由

于 y
,

一肠
n 一 1

+ B x
。

十 r
) 马

。

十 B x
,

+ r ,

从而

A (y
, ,

x
二

) 一 (T y
,

十 B x
。

+ r ,

T x
,

+ B (T y
,

+ B x
,

+ r) + r)

( (少
, ,

T x
,

+ B 少
,

+ r ) = (少
, ,

x
, + 1

) 镇 (夕
。 ,

x
。

)
.

根据引理方程 入(x
,

户 一 (x
,

妇
,

在区间〔(x
, ,

y
,

)
,

(y
, ,

x )〕上有解 (x
‘ , y

‘

)
,

(x
。 ,

y
。

)镇
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(x
‘ ,
夕

’

)镇勿
, , x

,

)
,

通(x
’ ,

夕
’

) ~ (x
’ ,
少

‘

)
.

从而

~ T x
.

一 与
’

把此两等式相加
,

得 x
’

+ y
‘

+ B y
份

+ r ,

+ B (T x
.

+ B y
番

+ r) + r 一 T y
.

+ B x
价

+ r.

一T 二
’

+ B x
‘

+ 与
’

+ 场
’

+ 2r 一 A x
’

+ 彻
’

十 2r
,

再利用算子 A

怪.

Xy
r
.

J、|
.

1
、

的可加性
,

得 A (x
‘

+ y
’

) + 2r 一 x
’

+ y
‘ ,

A 〔(x
’

+ y
‘

) / 2〕+ r ~ (x
’

+ y
‘

) /2
.

显然
, x

,

簇 (x
’

十y
’

) / 2镇y
。 ,

这就证明了定理 3.
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