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摘要 证明了当 Jac
o bi 迭代矩阵 B 非负时

,

解线性方程组 (系数矩阵为不可约 )的 U Sso R 法 (0 <

。 , , 。 :

< 1 )和 Jac
o bi 法同时敛散

,

给出了 U S SO R 法迭代矩阵之谱半径 爪外
1 , ·2 )和 夕(B )之间的关

系
.

关键词 U S SO R 迭代法
,

Jac
o bi 迭代法

,

收敛性
,

发散性

分类号 0 2 4 1
·

6

1 u sso R 迭代法和非负矩阵的性质

求解线性方程组 A x 一 b 的非对称逐次超松弛迭代法
,

简称为 U S SO R 法
,

包含了对称逐

次超松弛法 (即 S S O R 法 )和 S O R 法
.

文 〔1〕在系数矩 阵 A 为 H er m it e 正定阵
,

非奇异 H
一

阵的

情况下
,

给 出了 U S S O R 法的收敛性
,

文 〔2〕给出了 U S S O R 法 的误差界
.

本文则证明了当 A

的 Ja c o bi 迭代矩阵 B ) 。时 (它包括 了 A 为 L
一

矩 阵的矩阵类 )
,

解 A x 一 b( 系数矩阵为不可约 )

的 U S SO R 迭代法 (松驰因子 。< 。 1

< o
,

o< 。 2

< 1 )和 Ja e o b i迭代法同时敛散
,

给 出了 U S S O R

法迭代矩阵之谱半径 p (私
,

,

· 2

)和 p (B )之间的关系式
·

对于线性方程组

A X = b
,

(1 )

设 A ~ D 一 E 一F 是
n 义 n

实矩 阵
,

其 中 D 是非奇异对 角阵
,

E 是严格下三角阵
,

F 是严格上三

角阵
.

记 L ~ D 一 ‘E
,

U 一D 一 ‘F 则矩阵 A 之 Jaco bi 迭代矩阵为 B ~ D 一 ’E + D 一 ’F 一 L 十U.

于是求解方程组 (1) 之 U S S O R 迭代法为

X (’ + ‘)
一乳

1 ,
、 Z

X (” )

+ (田
l

+ 田:
一 田尸

:
) (I 一 田Z

U 犷
‘

又 (I 一 。, L 犷
‘
D 一 ‘

b (。
, ,
。 :

为实数
,

m = 0
,

1
,

2
,

⋯ )
,

(2 )

其中 U SS O R 法迭代矩阵为

礼
,
二 2

= (I 一 ‘ :
U )一

’

〔(1 一 因2
)I + 田: L ] (I 一 ‘, L )一

’

[ (1 一 田 1
)I + ‘I

U 〕

= (I 一 。 :
U )一

,
(I 一 。IL )一

‘

[ (1 一 。:
)I + 。 :

L 〕[ (1 一 。 l
)I + 。 ,

U 〕
,

(3 )

定义 对于
, , 又 n

实矩 阵 G
,

M 及 N
,

如果 M 非奇异
,

并且有 M
一 ’

) 和 N 妻。
,

则称 G 一M 一N

,

本文 1 9 9 4
一
1 0

一
2 8 收到

;
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为矩阵 G 的正规分裂
.

由文 〔3〕定理 3
.

8
,

定理 3
.

1 3
,

定理 2
.

1 和类似定理 2
.

2 的证明
,

可得下述引理 1一 4
.

引理 1 设
n 又 n

矩阵 G ) o
,

则 I一G 非奇异且 (I 一G )一
’

) 。的充要条件是 户(G )< 1
.

引理 2 设 G 一M 一 N 为矩 阵 G 的正规分裂
,

并且 G 一 ‘

妻。
,

则 P( M
一 ‘N )< 1

.

引理 3 若 G ) 0 为不可约
n x n

矩阵
,

则对于 p (G )
,

存在 尸(G )~ 久> 。及相应特征向量

X > O
,

使 G X 一状
.

引理 4 设 G 一 [gi 月) 。为
n 又 n

矩阵
,

则对任一向量 X 一 (x
, , x 玄

,

⋯
,
x

,

)T > o ,

成立

n l ln
l成 i(

.

(艺g 叮x j / x
、
) 簇 P (G ) n l a X

1《亩《
”

(艺gii x j/ x ‘
).

2 u sso R 迭代法和 Ja e o b i迭代法的敛散关系

定理 设线性方程组 (l )的系数矩阵 A 不可约
,

其 Jaco bi 迭代矩阵 B 一 L + U ) 0
,

私
1

,
。 2

为

形如式 (3) 的 U S S O R 法迭代矩阵
,

则对于 。< 。 l

< 1
,

0 < 。2

< 1 有
:

(i) 产(B )> O
,

产(乳
1

,

、 )) (l一 田1
)(l一田

:
) ;

(11) 0 < 尸(B )< 1拱 (1一 田,
) (1一 田:

)< 户(外
,

,
。:
)< 1 ;

(111) 尸(B )一 1神户(私
l

,
。 2

)= l ;

(iv ) 尸(B )> 1片户(私
1二 2

)> l
·

即 U S S O R 迭代法式 (2 )和 Ja e o bi迭代法同时敛散
.

证 因为 U S S O R 法之迭代阵

汽
,

% = (I 一 “ Z
U )一

’
(I 一 ‘ ,

L )一
‘

[ (l 一 “:
)I + ‘Z

L 〕[ (1 一 ‘ ,
)I + 。 I

U 〕
,

由于 产(。
,
L ) = 尸(。

:
U )一 。

,

由引理 1 知 (I一。
:
U )一

‘

) o
,

(I一。
:五)一

’

) f、,

因此

乳
1

.

、 ~ (I + 叭U + 哄酬 + ⋯ ) (I + 叭 L + 叫刀 十 ⋯ )〔(1 一 ‘:
) (l 一 “ 2

)I

+ 。2
(1 一 。1

)L + 。 ,
(l 一 。2

)U + 。lo ZLU 〕

) (l 一 。 1
) (l 一 。 :

)I + 。2
(l 一 。l

)L + 。,
(1 一 。:

)U
.

(4 )

因为 A 一D 一 E 一 F 一 D (I 一L 一U )为不可约矩阵
,

从而 (I 一 L 一U )一D 一 ‘
A 为不可约矩阵

,

由

于 0 < 。1

< 1 , 0 < 。2

< l
,

所以 (1 一 a, 1
) (1 一 。2

)I + 。2
(l一。

1
)L + 。:

(l一 。2
)U ) 0 且不可约

.

于

是可知 U S S O R 法迭代矩 阵 外
飞

,
。 :

) 0 且不可约
·

由引理 3 知
,

对于 p (礼
1

.

、 )
,

存在 又一尸(私
1

,

。 2

)> 。和相应特征 向量 X 一 (x
l ,

x Z ,

⋯
,
x

,

)
T

> 0

使 外
1

,
。 Z

X 一江
,

即

〔(I 一 。IL ) (I 一 。:
U )〕

一 ‘

〔(l 一 aJ :
)I + 。:

L 〕仁(1 一 。 ,
)I + 。I

U 〕x = 状
,

[ (1 一 。:
)I + 。z

L 〕仁(1 一 。,
)I + 。:

U 〕X ~ 几〔(I 一 。 I
L )(I 一 。。U )〕x

,

[ (1 一 。;
) (1 一 。:

)I + 。2
(1 一 。,

)L + 。1
(l 一 。2

)U + 。l o Z
L U 〕X

~ 几〔I 一 。I L 一 。Z
U + 。1 。:

L U」X
.

因此由上式便有式 (5) 和式 (6 )
,

即

(‘
:
(1一 。 ,

) + 又田1
)L X + (。

:
(1 一 田:

) 十 又。:
)U X

+ (1 一 几)。
, 。 : LU X = 〔义一 (1 一 。1

) (1 一 。:
)〕X

,

(5 )

(田
:
(1 一

。 1
) 十 腼

,
)L X + (田

:
(1 一 田 :

) 十 又。。)U X
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一 住 一 1 )。
l o ZL U X + L几一 (l 一 aJ ,

) (l 一 。:
)」X

,

(6 )

现证 (i )
,

先证 P( B )> o ,

因 I一 L 一U 为不可约矩阵
,

从而 B ~ L + U ) 0 为不可约矩阵
,

由

引理 3 便得 尸(B )> 0
.

再来证 户(外
1

,
。2
)> (1 一。

1
) (l一。

2
)

·

若 产(私
,

.

、 )》 1 ,

因已知 o< 。‘< l
,

i一 1 ,

2
.

有一 1 < 。、一 1 < o < l ,

即 l。
‘
一 1 {< l , i一 1 , 2

·

因此有

(1 一 。,
) (l 一 。2

) = }(1 一 。:
) (l 一 。2

) } = }。
,
一 l }}。

:
一 1 } < 1 ,

(7 )

所以 产(弧
1

,

。:
)妻 l> (1一 。l

) (l一 。2
)

.

若 又一 户(和
1

,

、 )< 1 ,

考虑式 (5 )
,

因其左端非负
,

所以 又) (1 一 。:
)(l一。

:
)

·

且由式 (5 )有

(。
2
(1 一 。1

) + 又。1
)L X + (。

:
(l 一 。:

) + 又。2
)U X 簇 〔又一 (1 一 。1

) (l 一 。:
)〕X

.

若 又一 (l 一。
1
) (1 一 。:

)
,

则由上式有

(。
:
(1 一 。 1

) + 加
,
)L X + (。

,
(1 一 。2

) + 又。2
)U X 簇 0 ,

蓄一 1 ”

即 (‘
2
(‘一 ‘:

)+ “‘ !
)

,

弓
,b ‘, x , + (aJ

I
(‘一“

2
) + “‘

2
) ,

翼
, b ‘, x ,

簇 O , ‘一 ‘
,

“
, ’ ‘ ’ , n

·

因 ‘ :
(1一 “ 1

)+ 又。,

> 0 , 。,
(l一 , :

)+ 几。:

> o
,

B 一 [b
‘,
〕》o , x , > o (j~ l , 2

,

⋯
, 。 )

.

可知 刀

一 [b
、,
〕一 o

,

从而 * (B )一 0
,

与 。(B )> 0 矛盾
,

所以 又护 (l一 “;
) (1一 aJ :

)
·

因此 产(私
,

,
· 2

)> (l一

田:
) (1 一 。:

)
.

至此
,

已证结论 (i )
.

现 证 (11)
,

若 0 < 。(B )< 1
,

记风
,

,

、 一 (I一 “ IL ) (I一 。 :
U )

,

N
。 , 一 2

一 [ (1 一 。,
) (1 一 。:

)I +

aJ Z
(l一“

1
)L + ‘:

(l一‘
:
)U + aJ I , : L U ]

,

则 私
1二 2

一叽 {
。 :

N
。 , · 2

·

因

叽 {
。 :

= (I 一 ‘:
U )一

‘
(I 一 “ I

L )一
‘

) 0
,

N
· 1

.

、 ) 0
,

由定义知 T
. ,

,
。 2

一从
1

,

、 一N
· ,

,

、为正规分裂
·

T
。 , 。 2

= 风
、二 :

一 N
O I

,
· 2

= [ I一 ‘IL 一“
Z
U + 。 l。 :

LU ] 一 [ (l一 。1
) (l一。

:
)I + 。2

(1 一 。;
)去 + 。,

(l一

。:
)U + 。: 。: L U j= (。

1

+ 。2
一 。1 0 2

)I一 (。
1

+ 。2
一 。: 。:

) (L + U ) = (。
:

+ 。。一 。1 0 2
) (I一B )

.

因 由式 (7 )有 l一。
l
一 。:

+ 。1 0 2

< l
,

即有 。 ,

+ 。2
一。

: 。:

> 0
.

因 B ) 0 , o < 户(B )< 1 ,

由引

理 1 知

T不从
1

田:

+ 田:
一 田1 田2

(I 一 B )一
‘

) 0
.

这样由引理 2 可得 P( 私
, 二2

)一 P( 城 {
。:

N
。 , 二 2

)< L 又由本定理结论 (i )P( 私
: 二2

)> (1 一 “l
)

(1 一。
2
)

,

所以有

(l 一 田l
)(1 一 田:

) < 尸(礼
,

,
· 2

) < l
·

若 (l一 。 ,
) (1一 。2

)< 又一 产(私
1

,
·2
)< 1

,

由式 (5 )有

(。
。
(1 一 。:

) + 几。 l
)L X + (。

1
(1 一 。:

) + 又。 :
)U X 镇 , 一 (1 一 。 l

)(l 一 。 :
)〕X

因 。 。
(l一 。;

) + 人。
,

> o
,
。 1

(1一 。。)+ 又。 :

> o
,

b “= 0
,

i = 1
,

2 ,

⋯
, n 则有

m in {。
:
(1 一 。l

) + 又。l , 。,
(1 一 。2

) + 几。2

} 艺b
: jx ,

j= l

镇 (。
:
(1 一 。1

) + 又。1
) 艺 b‘, x ,

+ (。
1
(1 一 。2

) + 又。:
) 艺 b ‘jx ,

] ~ 1

簇 口 一 (1 一 叭 )(1 一 。2
)」x

、 ,

i
,

1
,

2
,

⋯
, n ,

留 i+ l
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宜
。、,x ,

型才- 簇
又一 (1 一 田,

) (1 一 田: )

m in 咬。
:
(1 一 。 ,

) + 又。 , , 。 1
(1 一 。2

) + 几。2

}
’ 一 l

,

2
,

⋯
, n

·

(8 )

因 (l一。
1
)(l一。

2
) < 几< 1

,

由定理已知条件有 1 一叱> 0 (k一 l
,

2 )
,

所以有

双 1 一 叭 ) < l 一 叭
,

几一 1 < 一 叭 十 又。‘ ,

0 < 又一 (1 一 田 ,
)(l 一 田2

) = 又一 l + 田 ;

+ 。:
一 毋产

:

< 田 ;

+ 田:
一 田产

:
一 田 ,

+ 几叭
,

得

{
0 < 又一 (1 一 田,

) (l 一 。:
) < 田2

(1 一 田1
) + 腼

1 ,

0 < 几一 (1 一 田 1
) (1 一 。2

) < 田 ;
(1 一 田2

) + 又田2 ,

所以有

0 <
又一 (1 一 田:

) (l 一 田2
)

m in 弋。
:
(l 一 。,

) + 又。l ,
。 l

(l 一 叭 ) + 久。
:

} < 1
.

(9 )

于是由式 (8 )
,

(9 )有

所以 0 < P (B )< 1
.

艺 b‘zx j/ x
、

< 1
,

i= 1
,

2
,

⋯
, n
由引理 4 便得 P( B )< 1

,

又 由本定理结论 (i )
,

现证 (111)<=
,

若 几一户(私
1

,

. :

)一 l
,

由式 (5 )有

(。
:

+ 。:
一 。1 0 2

) (L + U )X ~ [ 1 一 (1 一 。 ,
) (1 一 。:

)〕X = (。
,

+ 叭 一 。1 0 2
)X

,

因由已知条件 。< 。。< 1 (k 一 1
,

2) 知式 (7) 成立
,

从而有 。 ,

+ 。:
一 。; 。 2

> 0
.

因此有 (L 」
~

飞z )x -

x
,

即 B X ~ X
,

因 X > o
,

所以有

艺b ‘zx z/ x
‘
= l

,

i = l
,

2
,

⋯
, n

由引理 4 ,

便得 户(B )一 1
.

现证 (iv )<=
,

若 又一 户(礼
、二 :

)> l
,

由式 (6 )有

(。
:
(l 一 。l

) + 久。 ,
)L X + (。

,
(l 一 。:

) + 孟。:
)U X ) [又一 (l 一 。 1

)(l 一 。2
) ] X

,

因 。:
(1一 。l

) + 几。
1

> 0
,
。1

(l一 。:
) + 又。2

> 0 ,

则有

m a x 咬。
:
(1 一 。l

) + 几。
, ,
。 l

(l 一 。2
) + 人。 2

} 艺 b汀x ,

板一 1

) (。
2
(1 一 。 ;

) + 又。 ;
) 艺
少~ 1

bo x , + ‘“
;
(‘一 ‘ 2

’+ “‘:
’署

lb ‘, x 少

得
) [又一 (i 一 。1

) (i 一 。2
)jx

、, i = 1
,

2
,

⋯
, n

几一 (1 一 仍1
) (1 一 田 2

)

m a x {。
:
(l 一 。1

) + 久。 1 ,
。1

(l 一 。:
) + 又。 2

}
’ ~ 1 ,

2
,

⋯
, n ,

(1 0 )

因 几> l
,

1 一叭 > o (k 一 1
,

2)
,

所以有

又(1 一 叭 ) > 1 一 叭
,

又一 1 > 一 叭 + 又田, ,

又一 (1 一 田:
)(1 一 。:

) = 又一 l + 。1

+ 。:
一 。1。 :

> 。1

十 田:
一 田1田:

一 田*

+ 又叭
,

k = 1
,

2
,

即有

所以得

又一 (l 一 。,
) (1 一 。2

) > 叭 (1 一 。1

林田,

> 0
,

几一 (1 一 田1
) (l 一 。2

) > 。,
(l 一 田:

) + 几田
:

> 0
,

几一 (l 一 。
1

)(l 一 田
2

)
- 一一- 二厂一 - 了二一一一一

一; - - 二 > 1
,

m a x 王aJ
:
(1 一 。 :

) + 又。, ,
。,

(1 一 。2
) + 又。:

} / ‘ ’ (1 1 )
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于是由式 (1 0 )
,

式 (1 1 )便有于
l
b
、, x , / x

‘

> l
,

i一 1
,

2 , “ ‘ , n
·

由引理 4 ,

便得 “(B )> 1
·

对于 (111)=>
,

反证
,

若 户(B )一 1 ,

但 产(弧
,

,
。 2

)笋 1
,

则由(i)知 (1一 “,
) (l一 , :

)< 尸(私
,

,
· 2

)< 1

或 户(私
1

,
臼 2

)> 1 ,

由(11)<= 和 (iv ))<= 即得 o < 尸(B )< l 或 户(B )> l
,

与已知”尸(B ) = 1 矛盾
·

所

以 p (弧
,

,

· 2

)一 l.

对于 (iv )=>
,

反证
,

若 产(B )> l
,

但 户(私
,

,

、 )成 l ,

由 (11)
,

(111)即可得 产(B )镇 1
,

矛盾
,

所以

p (礼二、 )> 1.

至此已证完本定理结论 (i ) ~ (i v)
.

证毕
.

在本文定理中取 。 1
~ 。2

~ 。
,

便得下述推论
.

推论 设线性方程组 (l) 的系数矩阵 A 不可约
,

其 Jac o bi 迭代矩阵 B 一 L + U ) O
,

则对于

S S O R 法迭代矩阵 私一 (I 一 “之/ )一
‘

[ (l 一 。)I + 。L」(I 一 。L )一
‘

【(l 一动I +
。

心〕
, 0 < 。< 1

.

有

(i) P(B )) o
,

P(私 )> (l一田 )
“;

(11) 0 < P(B )< l片 (l一田)
“

( P(扎)< 1 ;

(111) P (B )= l片 P(弧 )= 1 ;

(iv ) P (B )) l拼P (私 )) 1
·

即 S S O R 迭代法和 Jac o bi 迭代法同时敛散
.

3 数值例子

由于 U S S O R 法之迭代矩阵

乳
1 .

。 :

一 (I 一 ‘:
U )一

‘

[ (l 一 “2
)I + 叭L 〕(I 一 “I

L )一
’

[ (1 一 “1
)I + “,

U ]

形式较复杂
,

计算麻烦
,

因此要直接判别其敛散性是比较困难的
.

但 当方程组 (1) 之系数矩阵

A 满足本文定理条件时
,

可通过计算其 Ja co bi 迭代矩阵 B 之谱半径来判别 U S S O R 法之敛散

性
,

这样就简单多了
.

例 1 设方程组 (l )之系数矩阵为

,0

n |川l别妻一一一妇训月|J一 1

3

2

以|旧l比

一一A

l / 4 1/

了20峨.上

则 A 为不可约矩阵
,

其 Ja 。。bi 迭代矩 阵

B -
尸
}
。

L1

取 X = (l
,

理 4 有

l
,

5 / 2 )
T ,

则 B X 一 (7 / 8
,

5 / 6
,

2 )
T ,

艺b 、, x , / x
‘
= 7 / 8

,

5 / 6
,

4 / 5 (i一 l
, 2 , 3 )

.

先由引

, 4
. ,

7 5 4
、

/
, n 、

/
,

7 5
U < 、 下 = m ln 又几子

, 一

万 , 下 少 尧尧 尸气力 少 乏尧 m a x 气1 犷
,
万歹

,

J 0 0 刁 0 0
于 )

7 , ,

一
气万 长

、
、

1
。

匕

因此 由本文定理知
,

对于 o < 。l

< 1
,

0 < 。:

< l
,

有 (1 一 。 l
) (1 一。

2
)< 尸(礼

1二 2
)< 1

,

即 U S S O R

法收敛
.
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例 2 设方程组 (1 )之系数矩阵为

‘,

�.

⋯
一O乙1 一 1 /

2

一 2

一 1

一 2

一 3

l

4

l
月!wewe|L

一一A

因 A 为不可约矩阵
,

其 Ja co bi 迭代矩阵

0.妻

门

les
J9目O自/ /

‘

/z
声

O1100

1

1 / 2 3 / 4

尸卜l
.

eseses
卫

weL

一一B

首先由非负矩阵性质有 犯 i。呈
_

l,.j 钱户(B )簇二a , 呈、
, ,

因此 产( B ) ) mi
n {要

,

要
,

1 兔受 . 畏受 月] ~ 二 l、 .
气

月J ~ i ‘ 乙

5

4
于 }

5

4

> 1
·

由本文定理知
,

对于 0 < 。 l

< l , o< 。 2

< l 有 尸(外1 二: ) > 1
,

即 U S S O R 法发散
·
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