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摘要 证明离散定常线性系统能达性与能控性两种定义的等价性
,

并改进了能达性与能控性基本

判定定理的证明
�

关键词 能达性
,

能控性
,

离散定常线性系统

分类号 � � �  

控制系统的能达性与能控性是两个非常重要的基本概念
,

在控制系统的设计 中起着基础

的作用
�

但是
,

目前文献中有关离散 系统的这两个概念的定义并不统一
,

有关判定定理的证明

也不够严格
�

本文将以文献 〔�〕
、

〔�〕为例
,

讨论离散定常线性系统能达性与能控性定义的统一

问题
,

以及有关判定定理的证明
�

考虑离散定常线性系统

� �� � �� � � � �� � � � � �� �
, � � �

,

�
,

�
,

⋯ �� �

其中 � ��� 〔 �
” , � ��� 任 �

” � � 和 � 为适当维数的常数矩阵
�

定义 � 〔目 如果对给定的状态 �� 任 ��
,

存在有限的时刻 � 和控制序列 ��� � �
,

�� � �
,

⋯
,

�� � 一 � � �
,

使在这一控制序列的作用下
,

系统 ��� 由初始状态 � ��� 一 � 转移到末状态 � �� � �

��
,

则称状态 �� 是能达的
� 如果状态空间中任一状态都是能达的

,

则称系统 ��� 是完全能达的
�

如果对给定的 �� 〔�
,

存在有限的时刻 � 和控制序列 ��� ��
,

�� � �
,

⋯
,

�� � 一 � ��
,

使在这一控

制序列的作用下
,

系统 ��� 由初始状态 � �� �一 �� 转移到末状态 � �� �� �
,

则称状态 �� 是能控

的
� 如果状态空 间中任一状态都是能控的

,

则称系统 ��� 是完全能控的
�

定义 � 〔�〕 如果对任给的状态 � ,
� 尺

” ,

存在控制序列 �
� �� �

, � �� �
,

⋯
, � �� 一 � ��

,

使在这

一控制序列的作用下
,

系统 ��� 由初始状态 � ��� 一 。转移到末状态 � �� �一 ��
,

则称系统 ��� 为

� 步能达 的
�
如果对任给的状态 � � 〔尺

� ,

存在控 制序列 �
� �� �

, � � � �
�

⋯
, � �� 一 � � �

,

使在这一

控制序列的作用下
,

系统 ��� 由初始状态 � ��� 一�� 转移到末状态 � �� � � 。
,

则称系统 ��� 为 �

步能控的
�

显然
,

从表面上看来
,

定义 � 定义的完全能达 �完全能控 �与定义 � 定义的 � 步能达 �� 步

能控 �是有区别的
�

不难看出
,

若系统 ��� � 步能达 �� 步能控 �
,

则系统 ��� 完全能达 �完全能

控 �反之是 否也对呢 � 这里应 注意的是
,

系统 ��� 完全能达 �完全能控 �时
,

对不 同的状态 ��

‘
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��
”
�

,

对应的 � 有可能是不同的
�

因此
,

系统 ��� 完全能达 �完全能控 �时
,

不一定能确定一个

对所有的 �� 任� ��� 任 � �都适用的正整数 �
,

使系统 ��� 也为 � 步能达 �� 步能控 �的
�

下面

将证明两个基本定理
,

从而得 出定义 � 与定义 � 的等价性
�

� 基本定理

系统 ��� 的解可表示为
〔‘〕

� �� � � � � � ��� 十 艺 � � 一 吞一 ‘� � �� �
,

� 一 �
,

�
,

⋯
乏� �

�� �

在下面定理 � 与定理 � 的证明中
�

记
� � 为

, �

阶单位矩阵的第 � 列
,

�一 �
,

�
,

⋯
, , �

�

定理 � 假若系统 ��� 完全能达 �定义 � �
,

则存在正整数 �
,

使对任给的 �� 〔尸
,

方程

� ,
� 艺 � � 一卜

’� � �� �
寿留 �

�� �

有解
� �� �

, � �� �
,

⋯
, � �� 一 � �

�

证 因系统 ��� 完全能达
,

故由定义 � 可知
,

存在正整数 �
�

云
‘
��

、
一 � �

�

使 系统 �� �由 � ‘
�� � � � 转 移到 � ‘

��
‘
� � � ‘ ,

� � �
,

�
,

�� �� �
,

� � �
, ,

则方程

和控制序列 寻�� �
,

妥�� �
,

⋯
,

⋯
, �

�

这表明
,

若在 ��� 中令 �

� ‘ � 艺 � � ‘一卜
‘
� 万

‘
�� �

丢� �

有解 万
�

�� �
,

了 ���
,

⋯
,

云
’

��
、
一 � �

,

� � �
,

�
,

⋯
, ,卜
令

� � � � � 哎�
� �

�
。 ,

⋯
,

�

�� �

� � �
,

�
�

⋯
,

� 一 �
‘
一 �

� ,

�� � �

�
� ‘

�� 一 � � �
、
�

,

� 一 � 一 �
‘ ,

� 一 �
‘

� �
,

⋯
,

� 一 l

因此
,

由方程 (4 )可知
,

控制序列 (5) 为方程

(5 )

e‘
= 艺 A N

一鑫一’
B

u
( k ) ( 6 )

的解
,

其中 i一 1
,

2

,

⋯
,

n
.

即在控制序列 (5) 的作用下
,

系统 (l) 由 x
‘
( 0) 一 。转移到 x

‘
( N ) 一 e

‘,

i

一 l
,

2

,

⋯
, 尹卜

对任给的 xl 任R
, ,

设 xl

(6)式得

xl 一

在基 e
‘ ,

e “
,

⋯
,

e
” 一

卜的坐标为 川
,

玛
,

⋯
,

云
,

则 xl 一 艺x 子e
‘
.

于是
,

由

艺x 户[ 艺 A
N 一奋一 ’

B
u ‘

( k ) 〕= 艺A N 一
吞一 ‘

B
u
( k )

f= 1 盛~ 0 垂~ 0

其 中
u (k ) = 艺x少u

‘
( k )

,

k = O

,

l ⋯
,

N 一 l ;而 u
‘
( 0 )

,
u ‘

( 1 )

,

⋯
,

u ‘
( N 一 1 )由式(5)确定

.
由此可f=1

知
,

系统 (l) 完全能达时
,

存在正整数 N
,

使对任给的 xl 任r
,

方程 (3) 恒有解
.

由定理 1 可知
,

当系统 (l) 完全能达时 (定义 1 )
,

对任给的 xl 〔尸
,

存在统一的正整数 N

和 控制序列
u (0 )

,
u

( 1 )

,

⋯
,

u

( N 一 l)
,

使 系统 (1)由x (o)一 0 转移到 x (N )= x
‘ ,

从而系统 (l)

也是 N 步能达的(定 义 2)
.

定理 2 假若系统(l) 完全能控 (定义 1 )
,

则存在正整数 N
,

使对任给的 x0 任r
,

方程

一 A N x
o
一 艺 A N一

寿一 ’
B

u
( k )

泛= O

( 7 )

有解
u (0)

,
u

( 1 )

,

⋯
,

u
( N 一 l )

.
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证 因系统 (”完全能控
,

故由定义 1

云
‘
( N

‘
一 l )

,

使系统(l)由 x
‘
( o ) ~

e ‘转移到

可知
,

存在正整数 N
‘

x
,

( N

;

) 一 0
,

i 一 l
,

2

,

⋯

和控制序列 矛(o)
,

汾(1)
,

⋯
,

,
n

.

即方程

一 A N
‘
e ‘

有解 云
‘
( o )

,

石
‘
( l )

,

⋯
,

石
‘
( N

‘
一 1 )

,

i ~ 1

,

2

,

N 一 1
盯

_
勺

—
‘
翻

卜
0

⋯
, 7卜

A N 、一奋一 ‘
B 妥

‘
( k )

令

、 一 。·x 、、
, ,

N

: ,

⋯
,

、
,

}

,

一(、) 一

{

妥
‘
( k )

,

k

0

,

k 一

一 O
,

1

,

⋯
,

N

i

一 1
,

N

‘ ,

N

‘

+
l

,

⋯
,

N 一 1
. (8 )

则控制序列 (8) 是方程

一 八N e
f

N 一 1
艺 A N一

左一 ‘
B
u ‘

( k ) ( 9 )

的解
,

i 一 1
,

2

,

⋯
,

n
.

即在控制序列 (8 )的作用下
,

系统 (1)由 x
‘
( o ) =

e ‘

转移到 x
‘
( N ) = o

,

i = 1

,

2

,

⋯
,

n
.

对任给的 x0 - 艺x Z
e ‘〔R

” ,

由式 (9)有

A Nxo 一 一 卫x 分A Ne
‘
~ 艺 A N一卜

‘
B

u
( k )

其中
u (k)= 艺x 夕u

‘
( k )

,

k ~ 0

,

l

,

⋯
,

N 一 l ;而
u‘

( k ) ( i = 1
,

2

,

⋯
,

n
) 由式 (8)确定

.
由此可知

,

对

任给 的 x0 〔R
” ,

方程 (7) 有解
.

由定理 2 可知
,

系统(l) 完全能控时
,

必 N 步能控
.

2 能达性与能控性的基本判定定理

定理 3(,
,
系统(l) 完全能达的充分必要条件是

,

对某个正整数 N
,

矩 阵 U
N一 〔B

,

A B

,

⋯
,

、
”⋯ ‘

B 」的秩等于系统维奴 ,I.

证 设对某个正整数 N
,

有
rankU 、

=
n ,

则对任给的 x
‘
e 尺

” ,

有
ranku 、 = r a n

k [ U
、 ,

x
‘

j
-

n
,

从而方程
、.产d.一

一N0)U.:U

NU
x l = 三 A N 一

K 一 I
B

u
( k ) = ( 1 0 )

恒有解
,

故系统 (1) 完全能达
.
反之

,

设系统 (l) 完全能达
,

则由定理 1 可知
,

存在正整数 N
,

使

对任给的 xl 任 R
” ,

方程 (10 )恒有解
.
由 xl 的任意性 易知

,

此时必有
rankU N 一n

.
若不然

,

设

ra nk u
、一 l<

, , ,

则 u
、
中线性无关列 向量的个数为 l<

。 ,

设 石
, ,

⋯
,

及为 u
、
中 l个线性无关列

向量
,

取 xl 一王任R
· ,

使 王与 石
, ,

⋯
,

瓦线性无关
,

则当 x( N )~ 牙时
,

方程 (10)无解
,

矛盾
.

定理 护
, 系统 (l) 完全能控的充分必要条件是

,

对某个正整数 N
,

有

SPanU N 卫 SP
anA N (11)

其中 Sp
an
M 表示由矩阵 M 的列向量张成的子空间

.

证 设对某个正整数 N
,

式 (11) 成立
.
则对任给的 x0 任R

” ,

有

rankU N = ran k [U
、 ,

一 A 拟x o

〕
,

( 1 2 )

从而
,

方程
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u (N 一 1 )

一 A N x o = 艺 A N一
奋一‘

B
u
( k ) ~ U

、
} : ( 1 3 )

!

u
( 。)

)

有解
.
故 由 x0 任r 的任意性

,

可知系统 (l) 完全能控
.
反之

,

设系统(l) 完全能控
,

则由定理 2

可 知
,

存在正整数 N
,

使对任给的 x (0) 一 x0 任r
,

方 程 (13) 有解
,

从而式(12) 成立
,

于是由 x0

的任意性可知式 (11) 成立
.

推论 1 若系统 (1) 完全能达
,

则系统(l) 完全能控
.

证 由定理 3 可知
,

系统 (l) 完全能达时
,

存在正整数 N
,

使得
rankU N一 , :

,

从而有

SpanU 、
= R

”

卫 Sp
an
[A

”

〕
,

故 由定理 4 知
,

系统(1 )完全能控
.

推论 Z A 可逆时
,

系统 (1) 完全能达与完全能控等价
.

证 推论 1 已证
,

系统 (l )完全能达必有系统(1) 完全能控
.
下面证明

,

A 可逆且系统(l )

完全能控时
,

系统(1) 完全能达
.

由定理 4 可知
.
存在正整数 N

,

使有 SpanU 、
卫Sp

a , i

[
A

”

〕一 R
”

( 因 A 可逆 )
,

从而
ran kU N =

n ,

由定理 3 知
,

系统(1) 完全能达
.

3 结束语

本文对离散定常线性系统的能达性与能控性
,

证明了基本定理 1和 2 ,

从而解决了离散系

统能达性与能控性概念的不统一问题
,

并改进 了能达性与能控性的基本判定定理的证明
.
显

然
,

本文结果对正确理解与运用这两个概念是有益的
.
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