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摘要 提出解三维抛物型方程的两层以及三层的高精度显式差分格式
.

它们的局部截断误差都是

O (△, 2 )
,

而稳定性条件分别为
r ~ 1 /6 和

;
< 1/ 6

.
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在渗流
、

扩散
、

热传导等许多领城经常会遇到求解抛物型方程的问题
.

在三维情形
,

其模型

为如下初边值问题
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解上述方程的古典显式或隐式格式或 C r a n k
一

Ni
o h ol s o n 格式的精度均不高

,
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“
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在文 〔2〕中构造了精度较高且绝对稳定的差分格式
,

其

截断误差达到 O (( 山 )
艺

+ (△x )
‘
) )

,

但却是三层隐式格式
,

徒增了很多计算量与存储量
.

本文将

构造一个三层显格式
,

其精度与文 〔2 〕格式相同
,

即截断误差达到 O (( 山 )
“
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另外
,

我 们也给 出一 类高精度恒稳的二

层隐式格式
,

特殊情 况下得到一个两层 的高精度 显式格式
,

其
r 一 1 /6 明显地优于古典显式格

式 (低精度
、

稳定性条件为
r
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.

1 高精度差分格式的构造

设 △t 为时间步长
,
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分别为 x

,
y

, z 方向的空间步长
,

且为简便计
,

设 △二 一△y 一

△z 一 l/ M (M 为正整数 ) 用如下含参数的差分方程逼近微分方程 (1 )
.

井

(夕
。△。:.j.

*

十 甲
l△ (口 + 4 )。犷示飞+ 叭△ (口 十 4 )。沂几+ 专

3 △、夕示飞, 7
4

军衅
,

, *

}/ △t

1
,

0
: _

,

二
夕

, _
.

、 .

1 夕
、 _

.
_ _ , ,

夕
4 _

一 丈压刃三气万曰田汤
,

‘

十 亨妙田衍
,

‘少十 万瓦子 文万曰田林飞十 万妙田标飞 (2 )

本文 1 9 93
一
0 7

一
0 2 收到

;
国家教委留学生 基金资助项 目



第 2 期 曾文平
:

解三维抛物型方程的高精度显式格式 1 2 9

其中 衅
.

,
,
*

表示在节点 (i△x
,

J△y
,

k △z , n & )处的网格函数值
,

且记

△。r.j
*
~ 。劝九一 衅

.

,
,
* ,

军 。二
,

.

*
~ 。忿人一 。万人

,

口衅
,

j. ;
~ (z 口 + y 口 + x 口 )田?.j

,

, ,

<> 嗽
,

.

*
一 (z <> 十 y <> 十 x 令 )aJ拣

* ,

z 口 。犷
,

,

,
= 。斗

,
.

, + l
,

*

+ 。卜
l

,
, + 1 ;

+ 。斗
1

.

、一 1
,

,

+ 田六
1 了一 ,

,
;
一 4‘犷

.

j
,
* ,

z 。‘认
,

,

*
一 田人

1
.

j
.

*

+ 田:,j + 1
.

;

+ ‘乳
1

,

j
,

*
+ ‘7,j 一 ,

,

,
一 4田:,j

,
;

·

(3 )

、|
.

|l
、

rl|
J

其余类推
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适当选择这些参数
,

可以使差分格式 (2) 逼

近微分方程 (l) 时
,

不仅具有尽可能高阶的离散误差
,
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.

当微分方程 (1) 的解充分光滑时
,
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将它们代入差分方程 ( 2 )
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并使用关系式 ( 5 )可得
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显式格式 (1 4 )稳定
.
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乙

砂认 一 衅
.

, *
.

根据稳定性分析 的分离变量法
.

取

田标
汤
一 川叼

’

(P 7TJ .l + (I 井y J 十 Z汀之k )
,

竹
、 .

寿
一 护

’c ‘ ’

(P脚
一

i + 叮万刀 十 l汀z 幼
.

将式 (2 0) 代入式 (1 6) 并利用式 (l 8) 得

(j
‘

一 / 二
一

劝 (2 0 )
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扩沪厂
”

” + ‘

飞一 厂
、V

”+ 1 / \

一 B / A 一 C / A

0

(2 1 )
l

故格式 (16 )的传播矩 阵为

产GI
1

G1
2 、 丫

G (△t
,

月) 一 }
_

}~ }
、G : 1 G Z z / ‘

一 B / A 一 C / A

O

(2 2 )
1 〕

其特征方程为

A 矛 + B 几+ C 0
,

其中 G
, ,
- 一B / A

,

G
1 2
- 一C / A

,

G 。 1
,

G
: :
= 0 ; A = 1 / 2 一 (8 + 甲) ; B =

(2 3 )

〔4
r
一 4r 归 + 卯一 1 / 3〕(5 1

+
、

圣+
、

彗)一〔s
r / 3 一 4 r 夕一 1 6。〕(s

釜
s至+ s ;s盖+ s盖s圣) + 2叨+ 必 ; C = 〔4 r (0 + 尹)+ 1 / 3 〕(s

: +
s至+ : 葺)一

。
. ,

一 。
,

、
, .

_
‘

1
, 。 . 、 _ _ , 口

又4 r口十 1 6 田八
s 了s芝十

s 芝s三十 s芝s工) 一 1 / 乙一 川十沪)
·

贝U目九田 余 1午 八 = 万一 又U十沪)户 U 侍
乙

, 1
口 十 甲 < 从 万丁

,

乙

(2 4 )

又由条件 A 一 C 一 1 一 〔4 r( 夕十妙十 1 / 3〕(sf + 蜷+ : 彗) + 4( 刃十 4动 (: 圣砖+ : 墓瑞+ : 盆对)) 0 对任意的

}s
,

}小小 15
。

!任〔o
,

1〕都成立的一个充分条件是
r
o + 4 。) o ; 3 〔4

r
(8 + 卯 + 1 / 3〕镇 1

.

即
r
s + 4 。 ) O ; 8 + 尹镇 0

.

(2 5 )

一 、
, J 二 .

_
、

~
, , . , . , 、

8
, 。 。 。 , . 。 , 、

、 产
, , . , . , 、

8
, 。 ‘ 。 . , 、

、 ~

而条件 A + B + C 一 4r( : {+ : 至+ 蜡)一荟
: (, l瑞+ : 墓蜡+ 蜡蜡)) 成 4 (片+ : l+ : ; )一普 (: }+ : 墓十蜡)〕), ’ ‘J 月 ”

” 一
’

一
’
一 一 ’ 、一 1 ’ 一 ‘

”
’ J

3
’

、 一 l 一 ‘

”
’

‘一 “ ‘ 一 “ ~ 工

一
’

、 一 、 一 生 ’ 一 ‘ ’ 一 。

3
、 一 火 ’ 一 ‘ ’ 一 “ ’ 一

o
,

对任意 }s
,

}
,

}s
:

}
,

}5
3

1任 〔0
,

l〕都成立
·

最后条件 A 一 B + C = 一 4 帕 + 卯 + 〔sr (8 + 甲)+ 2 / 3

一 4 r

〕(
s

爹+ :
孟+

:
; )一 〔s

r 夕+ 3 2。一 sr

/ 3 )〕(s
圣
s

墓+
s

墓
s

; +
:
互

s

{)> 0
,

即 8 + 少< 〔Zr 叨 + 卯一
r

+ l / 6〕(
、

釜

+ : 盖十蜡)+ 〔Z
r

/ 3 一 2 r
0一 8。〕(

s

子s妻+ 5 1
5

; + s聋
s

釜)
,

对任意 I
: 1

1
,

l
、:

}
,

l
、:

1〔 〔o
,

1〕成立的一个充分

条件是 r0 十 4。< r/ 3 ; 2 r( 夕+ 卯一
r

+ 1 /6 < O ; 0 + 尹< 3 〔2r( 夕+ 卯一 r 十 1 / 6〕
.

或 r0 + 4。< r/ 3 ; 0 +

尹( (6 r 一 l) / 1 2 r ; (l一 6 r )(夕+ 沪)< 1 / 2 一 3 r
.

即
r < l / 6

, r 夕+ 4 。 <
r

/ 3
,

8 + 甲< (6
r
一 1 ) / 12 r

.

(2 6 )

由此可知
,

6r 一 1 < 。
,

因此
,

0 + 沪< O
,

从而条件 (2 6 )强于条件 (2 4)
.

故条件 (2 4) 可略去
,

而条件

(2 5 )
,

(2 6 )可合并为

r < l / 6
,

O 镇
r 夕+ 4 。 <

r

/ 3
,

夕+ 尹< (6
r
一 l) / 1 2 r

.

(2 7 )

则条件 (2 6 )成立时
,

条件 (2 4 )
,

(25 )
,

(26 )同时成立
,

从而引理 1 的条件全部满足
,

因此
,

特征方

程 (2 3) 的所有根按模均为小于等于 1
.

其次
,

考虑 引理 2 的条件 (2 )
,

因为 姚
:
一 1

,

所 以 N 舌(G l
l
)是空集

,

故条件 (2) 成立的充要条
, . t

~ ~
_

1
, 、 , , 、 , .

~
_

_

l、
一

_ 。 ,
_

一 ~ 一一一一
. ,

二
,

一
, _

件是使 ‘一含
G 釜

l
一 G爹

,

+ 4 G
I :
一。成立的 5 1

·
, : , 5 3

或者不存在或 }“
,

1
,

I“
:

!
,

15
3

}百〔O
,

‘〕
·

由 ‘一

拼
1

/4 一 。解得 酬
1
一 4

.

将其代入 斌
,

+ 4 q
2
一 。得 G 1 2

一 一 1
.

由此进一步计算得

一 〔4
r
(0 + 沪) + 1 / 3〕(

s

} +
s

墓+
、

; ) + (4
r
0 + 1 6。 )(

s

}
s

; +
s

;
s

; +
s

;
s

{) 一 一 1
.

(2 8 )

我 们分三 种情况讨论 (l )当 4 r
(8 + 留) + l / 3 = O 时

,

此时式 (2 8 )成为 (
r
s + 4。 ) (

、

}
、

至+
s

姜
s

兰+
s

长
s

{)

~ 一 1 / 4
.

若取 r0 + 4。> 。
,

则使该式成立的
s , , s :

.
5 。

不存在
.

(2) 当 4r( 0 + 妇十 1 /3 < O 时
,

若取

r0 + 4。 > 。
,

则式 (2 8) 左边恒为正
,

而右边为一 1
,

矛盾
.

故使式 (2 8) 成立 的
、, , 、: , 、,

也不存在
.

(3 )当 4 r

叨 + 沪)+ 1/ 3 > O 时
,

若取
r夕+ 4 。> 0

,

则式 (2 8 )成为

〔4
r
(0 十 甲) 十 l / 3〕(

、

} +
、

墓+
s

; ) = l + 4 (
r
夕+ 4 。 ) (s{s孟+ 5 15 盖+ s ;s釜) ) 1

.

(2 9 )
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如取 3 (4 : (夕+ 甲)+ l / 3 )< l
,

即 夕+ 甲< O ,

则使式 (2 8 )成立的
s , , s : , s 。

也不存在
·

综上所述
,

当 r0 + 4。> 0 及 0+ 尹( o 时使关系式 1 一 G荃
1

/4 一 G }
:

十 4 G
; :
一 o 成立的

: , , 、: , : 3

并不存在
.

由此及条件 (2 7) 便得定理 2 所给的充分条件 (1 9 )
,

定理 2 证毕
.

最后应指 出
:

由于本文所构造的差分格式都满足相容性条件
,

由 L a x
等价性定理可推得

这些格式的收敛性
.

数值例子表明
,

数值结果与理论分析相一致
,

因篇幅关系这里从略
.
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