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摘要 研究一类非线性周期微分系统周期解的存在性
、

唯一性和 不稳定性 问题
·

在某些条件下
,

通过利用指数型二分性和不动点方法
,

得到此类系统存在着唯一的不稳定的周期解的新结果
.

关键词 微分系统
,

周期解
,
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,
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1

文〔1〕利用李雅普诺夫 函数和 B ro w de
r 不动点方法

,

研究了下列非线性周期系统

d x
,

了丁 一 入又t ) x 十 g (t ,
x )

,

以 L

(l)

的周期解的存在性问题
.

这里 x 〔尸
,

t 〔 R ; A (t )是
, 2

阶实连续的函数方 阵
.

且 A (t + 动一 A

(t ) (。> o 为常数) ; g (t
,
x )是 尺 又 尺

”

上的
, :
维连续函数

,

且对任意的 (t
,
x )任尺 又 尺

” ,

g (t + 。
,

x )一 g (t
,
x )

.

文〔2〕也研究系统 (l) 的周期解的存在性问题
.

本文将继续研究系统 (1) 的周期

解的存在性
、

唯一性与不稳定性 问题
,

并得到 了一些不同于文〔1〕
,

〔2 〕的新结果
.

1 一些引理

本节先给出一些有用的引理
.

考虑系统 (l) 的齐次线性系统

d x
- 了 -

一 八 (t ) X
。

d t
(2 )

这里 A (t )
,
x 如前所述

.

引理 l 对于系统 (2 )
,

假定下列条件成立
:
A (t )的

, ,

个不同特征根 又,
(t )

,

几:
(t )

,

⋯
,

凡(, )

满足 R
e

以
,

(t ) )) 占> o
,

j= l
,

2
.

⋯
, , , ; 且 }}A (t ) }}簇K 及 }}

d A (z )

d
:

毛尺
1 ,

其 中 尺
1

<

岚 K
。

Z
n 一 1 ‘

K
、

(生l里 )业竺」全 ~
.
、

产
二

, _ 、 。 , _

一一一一 ~
, , 、 、

, 。

一 下花花丁 以十 不苏 少
‘ .

则示现 以少阴涅三小解力 .件 人 又t) 洒足
乙U 乙U

{}X (t )X 一 ’
(
、
) }! 簇 刀

e x p (一 a (
s
一 t ) ) (

s

) z )
,

(3 )

其中 。一 (1 一 :瑕K
,
) /K<

〕 ,

尸一
, ,

刁遥元瓦> 。
.

证 令 A ,
(t ) ~ 一月 、t )

,

则由引理的条件可知仁一 又
,

(t )〕(j ~ 1
,

2
.

⋯
,

动是 A ,
(t )的

n

个不

同特征根
.

且 R e
仁一 穴

,

(t )] 镇一占< 0
,

j一 1
,

2
,

⋯
, , ,

.

因此 由文 〔3〕引理 5
.

2
.

2 可知
:

存在着一个

*
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, : 阶哈密顿对称方阵 G (t )
,

使得

A 厂(t )G (t ) + G (t )A
l
(t ) = 一 I

,

}! G (t ) }} 毛 K
。

-

这里 K
。
一

2
”一 l

.

K
、

气 1 门一 二只 /
乙O

(”+ 2 ) (” 一 1 )

一一一万一一一
.

又由文 〔3 〕推论

g , (t ) 妻 l / (2
, : Z

K )

5. 2. 2 知
,

G (t )的
n 个不同特征根

(j 一 1
,

2 ,

⋯
, n

(4 )

(5 )

g ,
(t )满足

(6 )

现在把式 (4) 重新写为

A
资

(t )G (t ) + G (t )A (t ) = 1
.

设 x (t )是系统 (2) 的任一非零解
.

取

V (t
,
x (t )) = x

.

(t )G (t )x (t )
,

则由文 〔3〕定理 5
,

2
.

4 的证明中可得

d V (t
,
x (r ))

d t
(: )

) (l 一 ZK 若K
,
) {}x }1

由式 (4 )
,

(5 )
,

(8 )可得

糯、(t,x
, 簇 K0 ”二

于是 由式 (9 )
,

(1 0 )可得

l

V (t
,
x )

d V (t
,

x ) ~

.

_
多 加

’

a t

其中
a 一 (l 一 ZK舌K

,
) /2 K

。

> 0
.

设 t簇
、 ,

在区间[t
, :
〕上积分式 (1 0) 的两边

,

得

V (t
,
x (t ) ) ( V (: ,

x (s )) e x p (一 Za (s 一 t ) ) (s
) t )

.

从式 (1 0 )
,

(1 2 )可得 (2
, : Z

K )一
‘

llx (t ) 11
“

簇K
。

l}x (: ) 11
Ze x p (一 Za (: 一 t ))

, :
) t

,

即

x (t )

x (s )
镇 刀

e x p (一 a (
、
一 t )) (

:

) t )
,

(7 )

(8 )

(9 )

(1 0 )

(1 1 )

(1 2 )

(1 3 )

这里 “一 丫遥云又
.

设 X (t )是系统 (2) 任意一个基本解方阵
,

则 1!

l}x 。

l}
.

记 x l
~ X 一 ’

(: )X
。 ,

则

X (t )X 一‘(: ) 11 = s u p
了。 “护 。

l! X (t )X 一 ‘
(: ) x 。

.1/

X (t )X 一 ,
(
、
) 11 一

s t, p
}! X (t )x

,

1}
X (

s
) x l 一 s u P

x l
}} 铸 。 x 】引笋 。

1Ix (t ) }l

.lx (s ) {l

簇夕e x p (一 a (s 一 r) ) (
、

) t )
,

(14 )

引理 1 证毕
.

引理 2(
4〕
假设 f (t )是一个

, :

维连续的 。
一

周期函数
,

则对任意的 t任 R
,

有

J
;

“ 、万 , 〔‘万 一 J
。 “ 又万 , a 万

·

引理 3 设 州t )
,

f
,
(t ) 为区间 [

a ,

司上的非负连续函数
,

且俩足

* (才) 、 、 + M
l

{{
,

l
(· )* (万)d

一
。 〔一 。〕

,

(1 5 )

其中 鱿
, ,

M
,

都是正常数
,

则

* (艺) 、、二p (、
1

丁{
; (·)d

·
)

·

(16 )
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证 令 : (,

卜丁{
f

!
(‘)* (·)d一 则有 dF (, ) / d !

一
f

l
(! )* (! ,

·

又由式 (‘5 , 可得 ‘F ‘! , / d ‘

) 一 f
;
(t )〔M0 + M

I
F (t )〕

,

或 dF (t ) / (M0 + M
,
F (t )) ) 一 f

,
(t )d t

,

所 以 In
[M0 / (M0 +

、
,
: (才)〕、 一 、

1

{{
fl (·) d二 从而

,

、 + 、
IF (! ) 、 M

。

二p (M
;

{!
f

l
(‘)d ‘)

·

再由式 (1 5 )。。得式

(1 6 )
.

引理 3 证毕
.

引理 4 考虑下列 周期系统

d x
不下 = 八又t )x 十 J Z 吸t )

,

Q 石
(1 7 )

这里 A (t )满足引理 1 的所有条件
,

f
:
(t) 是一个

n
维连续的 。

一

周期函数
,

则系统 (1 7) 具有唯一

的 。
一

周期解 x (t )且它满足

x (t )一丁)
一 X (! , X 一 ‘

(· ,几(
·
’d ‘

,

(1 8 )

这里 X (t )是系统 (2) 的一个基本解方阵
.

证 (i ) 先证式 (1 8 )的右边是有界的
.

由引理的条件可知
,

存在着常数 M > 0
,

使得 !l儿

(t ) 11镇M
.

又由引理 l 得

X (, ) .} 、

厂
}. X (, )X 一 (·) ,,

·

,,九 (· , ,, ‘
·

、、
厂

、二 p (
一

(

一
))d ‘ 一

罕
·

(ii ) 直接微分式 (1 8 )的两边可知 x (t )是系统 (1 7 )的一个解
.

(ii i) 证明 x (t )是系统 (1 7) 的 。
一

周

期解
.

由于系统 (2) 是周期系统
,

所以我们有 X (t + 动X 一 ‘(: + 动 一X (t )X 一 ‘
(: )

,

从而有

X (! + 田 )

一丁筑
X (! + 田 )X 一 (·)、(·)d ·

s 一 r + ‘ r十印
_ _

—
一 l

:

入 (‘ + ‘)入 一‘

(r + ‘ )1
2 (r + “ )d r

一 {)
一义“ ,义一 ’

(· ,几 (· , d

一
‘! ’

,

即 x (t )是系统 ( 17 )的 aJ
一

周期解
.

(iv) 因为系统 (2) 满足指数型二分性
,

故系统 (1 7 )具有唯一的

。
一

周期解
.

引理 4 证毕
.

2 主要结果及其证明

定理 1 假定系统 (l) 满足引理 1 中的所有 条件及下列条件
:

假定存在着连续非 负的 。
-

周期函数 一 (, ) (才。R )满足
丁:
一 (·, d s

“ 一 < 1 一 e 一四

夕
(这里

a ,

月由引理 l 给定 )
,

使得对任意

的 x , ,
x :
任尺

· ,
t任 尺 有

}}g (t
,
x l

) 一 g (t
,
x Z

) }} 镇
a l

(t ) 日x ,
一 x :

}1
,

则系统 (l) 存在着唯一的
、

不稳定的 。
一

周期 解
.

证 设 D ~ 弋V (t ) }V (t )是 R 上的 n 维连续的 。
一

周期函数 )
,

则 D 在 范数 1}V

V (t ) }1 }下是一个 B a
lla ch 空间

.

对任意的 V 任D
,

考虑下列周期系统

(1 9 )

= s u P {
0簇 r( .
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瓮
一 A (, , X + g “

,

V (‘, ,
·

由定理的条件及引理 4 可知
,

系统 (1 8) 具有唯一的 。
一

周期解

(2 0 )

X
。

(! )

一 {)
一X (! , X 一 (

·
, g ‘, ,

V ‘
·

, , d一
(2 1 )

其中 X (t )是系统 (2 )的基本解方阵
.

现在定义算子 T
:
D ~ D 如下

T V (t ) ~ x
。

(t )
,

V V 〔 D
,

易见算子 T 的不动点就是方程 (1 )的 。
一

周期解
.

下面先证明 T
:
D ~ D 是一个压缩映射

.

事实上
,

对任意的 v ; ,

V 。
〔刀

,

理 1
,

2 可知有

(2 2 )

由定理的条件及引

T V I
(! ) 一 T V

Z
(才) }, 、

{)一
}X (! )X 一 (·)

g (
s ,

V l
(

s
) ) 一 g (s

,

V :
(s )) 日4

5

诀尸 J
,

以 p 、一 “ 、s
一

‘’Z a ‘、s ’ l}
V I

(
s
) 一 V Z

(s ) !}d
s

镇夕日V I
一 V :

1}
J

, “ ‘、s ’e x p 欠一 “ 、s
一 习 j a s

+ 的 厂
,

虱{

r + (j+ 1 )。

一召}}V
,
一 V :

}{
a l

(s )e x P (一 a (s 一 t ) )d
、

+ 闰

簇月{}V
,
一 V :

}} 艺 e - /

{
r+ (了 + l ) 创

a ,
(
s
)d s

= 月l}V
I
一 V :

日 ,

乌
e

‘

J
。a , 、“’a “ ~ 夕11V

l 一 V :

11a Z
+ 份

艺 e 一 少四

一如
:

}}V
l
一 V :

日
· l

l 一 e 一 “田
~

r

}}V
I
一 V :

(2 3 )

其中
: 一 。 : 月

l一 e 一四
’

O<
r

< 1
.

从上式得

}{T V ,
一 T V :

}} 毛
r

}{V
l
一 V :

}1
.

(2 4 )

由此得知 T
:
D ~ D 是一个压缩映象

.

因此由压缩映象原理知算子 T 在 D 中具有唯一的

的不动点
,

从而系统 (l) 具有唯一的 。
一

周期解
.

其次证明系统 (l) 的任一解都是不稳定的
.

设 x (t )
,

刃 t) 都是系统 (1) 的两个不同的解
.

令
u (t ) = x (t ) 一 y (t )

,

则

d u

d t

设 t l

< t : ,

则由常 数变易法得

A (t )u + 〔g (r
,
x (t ) ) 一 g (t

,
夕 (t ))〕

.

u (t
。
) = X (t

。
)X

一 1
(2

1
) u (2

1
) + {)X (t

:
)X

一 ‘
(

s
)〔g (s ,

x (s ) ) 一 g (s
,
夕 (

s
) )〕d

s ,

从而有

u (t
l
)
一 X (!

1
, X 一 (才

艺
, · (才

2
, 一

{{{
X (才

1
, X

一 ’
‘· , 〔g (‘

,
X (‘ , , 一 g (一 , (

·
, ,〕d一

所以
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u (t
,
) }} 成 }! X (t

l
)X 一 ‘

(t
Z
) !} !{

u (t
:
)

+

{}:
,, X (才

1
, X

一‘
(·”‘

X 119 (s ,
x (s ) ) 一 g (s ,

y (s ) ) {ld s

镇 e 一 ““ 2一‘, ’
}}

u (t
Z
) 日+

工

u (t川I

‘

夕e x p (一 a (
、
一 t l

))。
:
(
、
) }! u (: ) {! d

s
.

从而

e x p (a (t
:
一 t l

) ) {l
u (t

l
) }! 簇

+

{
‘

月e x p (a (t
:

, 1

s ) )a ;
(
s
) }!

u (s ) }}d
s

.

由引理 3 得

e x p (a (t
:
一 t ,

) ) }!
u (t

,
) }} 镇 {}

u (t
Z
) }}

e x p (召{
‘’a l

(s)d s )
,

, 1

u (t
:
) 11 ) I,

u (t
l
) l}

e x p 〔a (t
:
一 tl

) 一 月{){
一 (” d ’〕

(t
:

) t ,
)

,

(2 5 )

令 t l
= t 。

,
t :

= t 。+ 。‘。
,

这里
, n 为 自然数

,

于是 tl

< t : ,

且

得

「
‘。+ ’“ / \ J

J
, 。 “ , 、, , u : =

In a Z ,

因此 由式 (2 5 )可

因 a :

<
1 一 e 一浏

月

1l
u (t

。

+
, n 。 ) 11 ) !l

u (t
。
) l}

e x p (, n a 。 一 m 月a Z
)

,

,

所以
a 声< a 。

,

从而 当 m ~ + 二时
,

(
, n a 。一卢m a :

)~ + 00
.

由于侧一刀V

并 0
,

故当

毕
.

定理

m ~ + co 时
,

!}u( t 。+ m 。 )l ! ~ + co
.

即系统 (l) 的任意解都是不稳定的
.

l}
u (t

。
) l}

定理 l 证

2 假定系统 (1 )满足引理 1 中的所有条件及下列条件
:

存在着常数
l 满足 。< l< 答

尸

(这里
a ,

口由引理 1 给定 )
,

使得对任意的 x , ,
x :
〔尸

,
t 任 R 都有

119 (t
,
x ;

) 一 g (t
,
x Z

) {l 簇 1 11x l
一 x Z

则系统 (l) 具有 唯一的不稳定的 。
一

周期解
.

证 该定理的证明完全类似于定理 l 的证明
,

只是在估计 }{

一点小差别而 已
,

其估计过 程如下
,

其余证明从略
.

由式 (2 6 )知

(2 6 )

T V I
(t )一 T V :

(t ) }1的值时有

T V I
(t ) 一 T V :

(t )
日、

J,+
一 11

、、
丁)

-

X (t )X 一 l
(s ) g (:

,

V I
(: ) ) 一 g (

、 ,

V Z
(

s
) ) }}d s

V ;
(

s
) 一 V :

(s ) 日e x P(一 a (s 一 t )) d
s

、 , ‘日V l
一 V Z

}.
丁广一

p (
一

(

一
) ) d ‘

一

警}}v
l
一 v Z

}! 一 }. v
l
一 v刘:

这里

定理

刀l 。、
八 /

,

, a 。二 , 、 ,
,

,

*
, 。 八

、

丫 冲
r
~ 二丁

,

曰刀 U < 、

、扩
二汉

电

一石
,

讨汗以 r
嘴
气、 1. 声〔 工坐 乙 飞}七

竺
拼

·

“ 尸

3 假定系统 (l )满足引理 1 中的所有条件及下列条件
:
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贩六{:
.}:、:

,

”g (!
,
劣’ dt < 1二 :

~
~

红二
户

(2 7 )

这里
a ,

月由引理 1 给定
.

则系统 (l) 至少存在着一 个 。
一

周期解
.

证 仍引用定理 1 中的 Ban ac h 空间 D 及算子 T
:
D ~ D

.

下面在定理 的条件下证明算子

T
:
D 一D 至少具有一个不动点

,

从而系统 (1) 至少存在一个 。
一

周期解
.

事实上
,

记 D
,
~ 弋V }V 〔D 且 }】V }l镇

,

n}
,

其中 m 为 自然数
.

(a ) 先证存在着 自然数 N
,

使得 T
:
D N

~ D *
.

用反证法
.

若不然
,

对任意的自然数 1n
,

都存

在着 V
,
〔 D

二 ,

使得 }}T V
二

11) m
.

于是
,

由定理的条件及引理 1
,

2 有

二v ,
(! ) }} 、

厂
}}二 (! )x 一 (

·
) }}

·

{. 9 (
· ,

v , (
·
) ) }! d

·

、 ,

丁广一
p (
一

(‘一) ) .}、(‘
,

v ,
(5 ) ) }}d

、

噶上
+ (j+ 1 )“

e x p (一 a (s 一 t ) ) }{g (s ,

V 。
(s ) ) }}d

s

+ (了+ 1 )。

簇夕艺 e 一jato

见
{{ l! g (

s ,

V ,
(s ) ) {1d

s

一召艺 e 一 ,
一

买g (: ,

V 二
(, ) ) 日d s

- , - 色二 厂
1 一 e 一 J o

g (s , V ,
(s ) ) 日d s (2 8 )

因此

厄
!1T V 。

(t ) }l
刀i

召

1 一

.

I’ha 工 「
衍 ~ 帕 万理 J O

g (s ,

V ,
(

s
) ) l] d s ,

于是 由式 (2 7) 得

1im

即当 m 充分 大时
,

日T V ,

日

}}T 犷
,
(t ) }}

刀之

月
1 一 e 一 “似

l 一

月

< m 这 与 }! T V ,

}{) 1,l 相矛盾
.

因此存在着一个 自然数 N 使得

T
:
D N

~ D N
.

(b) 下面证明 T D N 在 D 中是相对的紧子集
.

因为 T D N 里D N ,

所以 {T D 耐 是一致有界的
.

记 R N
垒 丈x Ix 任 R

n

且 l}x l{毛N }
,

b ,

垒
s u p { 119 (t

,
x ) {1 1(t

,
x )任仁O

,

司 丫 R N }
,

b :

垒
s u p { IIA

(t ) 日It 任 R }
.

因为对任意的 V 任D 、 ,

有 d了飞厂 (t ) / d z = A (t理v (t )+ g (t
,

v (t ))
,

因此

d T V (t )

d t
}} 簇 }}A (t )l }

·

日T V (t 川} 十 }}g (t
,

V (t ) ) }} 镇 仇N + b l
.

从而 {T D 耐是等度连续的
.

于是 由 A s c ol i一A rz e la 定理知咬T D 耐 是 D 中的一个紧子集

(c ) 证明 T
:
D N 一, D N

是一个连续算子
.

事实上
,

对任意的 V ; ,

V :
任D 、 有

二v ,
(! ) 一 二v Z

(才)

一丁t+
一X (! )X 一 (‘)〔g (‘

,

V l
“, , 一 g (‘

,

V Z
(· , , 〕d 万

·

因此由式 (28 )的估计方法及上式可得
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走周刃i 1 2 7

}}T U I
(t ) 一 T V :

(z )
/ 月 「

“

}! 之乏,

—
l

一

1 一 e 一 “’
J o

g (
、 ,

V ,
(

s
) ) 一 g (, ,

V :
(

s
) ) }! d

s
.

(2 9 )

因为 g (t
,
x )在有界闭集〔o

,

司 又 尺、 上是一致连续的
,

故当 l}V
l
一 V Z

}1~ o 时
,

}}g (: ,

v ,
(
、
) ) 一

g (s
,

V :
(s )) {}~ 0 对

、
〔「o

,
。〕是一致成立的

,

从而有 日T V I
一T V 。

}}~ 。
,

即 T
:
D N

~ D N 是连续

的
.

综上述可知 T
:
D N

~ D N 是一个连续算子
.

因此由 Sc ha u de r 不动点原理得到
:

算子 T 在

D ,
中至少存在着一个不动点

,

故系统 (1) 至少存在一个 分周期解
.

定理 3 证毕
.
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