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正多边形的几何作图法与解析法
’

施 草 娥

(华侨大学精密机械工程系
,

泉州 3 6 20 1 1 )

摘要 介绍任意等分圆周的几何作图法及所推导的解析表达式
,

提出用解三角形法解决正多边形

零件在设计和加工中的计算间题
.
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在零件的图示和 图案的表达等方面
,

常用到正多边形
.

在加工正多边形零件和确定圆周

上均匀分布孔 的圆心位置时
,

常遇到用几何作图法等分圆周达不到尺寸精度要求的情况
.

在

实际工作中
,

需要一种能够把一个 圆周任意等分的几何作图法
,

以及用解析法计算采用此种作

图法所产生的误差大小
.

本文介绍可用几何作图法等分圆周的条件
〔‘,和一种可把圆周任意等

分的几何作图法
〔幻 ,

并据此而推导 出圆心角与等分的份数之间的解析表达式
.

用该解析表达

式可计算把圆周任意等分后
,

其圆心角所存在的误差
,

然后根据零件允许的误差
,

有选择性地

应用该作图法
.

同时
,

在正多边形零件设计和加工中凡遇到计算问题时
,

可应用解三角形法以

建立正多边形的几何关系
〔3 , ,

求出边长
、

外接圆和内切 圆等各部分尺寸
.

以保证零件的尺寸精

度
.

1 仅用尺规把圆周 n 等分的条件

仅用尺规
,

任何一个正多边形能不能作 图的 问题
,

数学家高斯曾作出定论
:

仅用尺规把 圆

周
n
等分

,

只有当
n
是如下形状的整数时才可

能
.

即
n 一 2 , ( m 为正整数 ) ;

, 一 p 一 2了+ 1
,

且 p 为 系数 (t 为正整

数 ) ;

。一 2·p , p Z
…p * , p 是 了 + 1 型的素数且

各不相同
.

根据这个条件
,

边数不超过 10 。的正多

边形
,

其中可以作图的如表 1 所示
.

表 1 边数不超过 1 00 的正多边形

n
的类型

2 .

岁+ 1

正多边形的边数
n

2 . P I P扩 二P .

4 ,
8

, 1 6 , 3 2 , 6 4

3 , 5 , 1 7 ,

6 , 1 2
,
2 4 , 4 8

, 9 6

1 0 ,
2 0 , 4 0 ,

8 0 ,

1 5
, 3 0 , 6 0 ,

3 4 , 6 8
,

5 1 ,
8 5 ,

带
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2 圆周任意等分的几何作图法和解析表达式

2. 1 圆周任意等分的几何作图法

如图 1 所示
,

在圆 O 中
,

从任一直径 A B 作一等边三角形 A C B
,

把直径 A B 分为
n
等分

.

其中
,

取 A D 为二等分
,

用线段连接 C , D 两点
,

并把它延长和圆周相交于 E 点
,

那么弧线 A E

大约等于圆周的
n
分之一 换句话说

,

弦 A E 就等于内接正
n
边形的一边

.

2. 2 解析表达式

根据上面介绍的把圆周任意
n
等分的几何作图法

,

可以推导 出圆心角 A O E 和等分的份

数
n
的解析表达式

.

在图 2 中
,
A B 为圆 O 的直径

,

△A B C 为等边三角形
,

把直径分成所要求

的
。
等分数

, D 点为 2 等分法
.

图 1 把圆周任意等分的]L 何作图法 图 2 圆心角和份数关系的直角坐标系

设半径 R
A B

~ 花犷
’“ - 乙A O E

,

建立直角坐标系
,

得

D ( 2 一 粤
,
o ) ,

乙

。
, _

杯厄
- 、

七 气U , - 二了- 儿 少
·

乙

由两点式得直线 C E 的直线方程为
_ 、 , ,

丫了
气y 一 U 少/ 气一气万一 n 一 U 少 -

‘

( x 一 ( 2 一
号

, , / ( o 一 ( 2 一
普

, ,
,

整理即为

丫了
n

n 一 4

了了
X -t-

一- 又-
.

n
。

乙

( 1 )

又设圆的方程为

x 一 万
c o s a ,

y 一 百
s ‘n a , ( a

为参数 )
.

( 2 )

将式 ( 2) 代入式 ( 1) 得

了了
n n ,

了万
一

百
s ‘n a 一 万二飞

’

百
‘ C o s a 一 几犷

n
’ ( 3 )

整理后再除以
。。s 。 ( c o s “、。)

,

得 。g 。一

卿
+
汀

s e c 。 ,

由
, e c Z 。一 : + t g Z 。 ,

可整理上式后得
I 吕

—
遥
上
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2 了
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丁n

乙t g
一 a 十一万二万一
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任

t g a + 3 一 (
n 一 4

些) “丫了
n

0
.

解 tg a
为变量的一元二次方程为△ -

4
·

3 n 名

( n 一 4 ) “
一 8〔3 一

了
.

了n

n 一 4
华) ,

〕 4 〔
9 , : 2

( n 一 4 ) “
一 6 〕

,

所 以 t g a

2 了
一

丁
n l

,

9n
么 _ 、

一

—
:士 ^ 了4 七下一

一

一几灭下 一 b J
儿一 任 V 气儿一 怪少

-

4

了了
2

了
n Z

+ 1 6n 一 3 2 一 n

n 一 4
(负数不合

,

舍去 ) ~ 了了
2

丫
1十
誓
一

杀
一 ‘

1一生

.

当
n

一
,

碧一
。

,

杀一
。时

tg 。 一 。g 二Ao : 一

卒‘
1 6 n 一 1

一 3 2 n 一 2

2
~ 4 了万 ( n 一 ’一 Z n 一 2 )

.

2
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3 圆周任意
n
等分的几何作图法的误差

事实上
,

把圆周准确地分成
九
等分

,

圆心角Ao : 应等于臀
·

这个这数值和 Ao E 角作-

比较
,

可以得到因使用上述方法而发生的误差
.

某些
n
值的

a
值误差见表 2 所示

.

表 Z a
值的误差

n 3 4 5 6 7 8 1 0 2 0 6 0

3 6 0 0

/ n 1 2 0 0 9 0 0 7 2 0 6 0 0 5 1 0 2 6 ‘ 4 5 0 3 6 0 1 8
0 60

匕A O E 1 2 0 0 9 0 0 7 1 0 5 7 ‘ 6 0 0

5 1 0 3 1 , 4 5 0 1 1 , 3 6 0 2 1 ‘ 1 8
0 3 8

‘ 6 0 2 6 ‘

误差 ( % ) 0 0 0
.

0 7 0 0
.

1 7 0
.

4 1 0
.

9 7 3
.

5 0 7
·

2 0

从表 2 可知
,

我们可以按所述方法把一个 圆周分成 5
,

7 ,
8

,

10 等分而不发生很大误差
,

误

差范围为 0
.

07 % ~ 1
.

00 %
.

象这样的误差
,

在大多数实际情况下是不碍事的
.

但是
,

当分成的

份数
n
增加的时侯

,

这个方法的精确度显著降低
,

即其误差显著增高
.

不过
, n
不论增到多大

,

这个误差都不会超过 10 %
.

2
.

4 适用范围

由于圆周任意
n
等分 的几何作图法存有误差

,

因此对等分圆周的几何作图法应有选择性

的应用
.

( l ) 圆的 3 ,
6

,
1 2

,

… (即 3 又 2
‘ )等分和 2

,
4

,

8
,

1 6
,

… (即 2’ )等分的几何作图法
,

无论

在平面划线或立体划线中都适用
.

虽然立体划线时
,

由于工件高低不平
,

不一定能用直尺过圆

心将 圆分成 2 等分
,

但可先用半径作弦长
,

将圆周 6 等分
.

有 了 6 等分这个基准
,

3 等分即能

作出
.

3 X 2
,

等分也能作出
.

同理
,

3 段 6 等分弧即为圆周 2 等分
,

有了 2 等分
,
2
二

等分也能作

出
.

(2 ) 圆周的 5
,

7 等分和任意等分近似画法
,

一般只适合于小型平面划线
.

这是因为 7 等分

和任意等分画法的误差大
,

且在大型平面划线中
,

用大板尺进行多项的连续操作是很不方便

的
.

在立体划线中就更不适用
.

3 正多边形的几何关系及其应用

3. 1 几何关系

任何正多形都有一个外接圆和一个内切圆
,

这两个圆是同心圆

3 6 0
0

n

a S
sl n
万 一 获

c o s
万

二
R

t g a

,

如图 3 所示
.

由此可得

S

Z r
’

3
.

2 应用举例
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图 4 (a )是个用于冲正六方孔的冲头
,

在设计和加工工件时
,

就需通过计算
,

才能确定和选

用最经济 (多大 )的圆铁直径
,

以及所需铣切的深度
.

图 4 ( b) 所示为计算关系图
.

图中2 0士段黔

l x 4 5 o 3
.

2

�����11艺仪

\\\ 一一_
.

///
一一 S /2 一一一 S / 2一一

3 5

5 0

「「一一一 ) 尹产 }}}

( a ) ( b )

图 3 正多边形的几何关系 图 4 正六方冲头及其计算图

是正六边形的内切圆直径 2r
,

所求的 D 为正六边形外接圆直径 ZR
.

△A O B 是直角三角形
,

有

艺B = 9 0
0 ,

匕A O B -
6 0

0

2

一 3 0
。 ,

o 刀一二一

掣
一 l 。

.

。5
,

所以 二一。八一 。刀

乙

· s e c 3 0
o

~ 1 1
.

6 0 4 , D

一 ZR 一 23
.

20 8 (D 为最大极限尺寸 )
,

h 一R 一 r ~ 1
.

55 4.
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