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B 样条曲线的奇点控制
’
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(华侨大学机械工程系

,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 本文探讨三次参数曲线和 B 样条曲线奇点产生的机理
,

阐明多边形基元所确定的曲线形

状
,

为奇点控制提供直观而方便的方法
.

分析运动机构奇异情形发生的位置与终端效应系数的关

系
,

为在机构设计中防止产生奇异提供依据
.

关键词 奇点
,

B 样条
,

控制
,

奇异性
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·

1

轨迹曲线的设计是个很重要的课题
,

它涉及到机器外型设计
,

数控加工的样条曲线设计各

机器人的位姿轨迹曲线规划
.

基于不同 目的与需要
,

对曲线的流畅轮廓
,

精密的形状或位置精

度就有不同的要求
.

它们共同的问题是必须避免曲线出现奇点
,

或运动机构避免 出现奇异现

象
.

关于这方面的研究
,

刘鼎元于 1 9 8 0 年用代数方法求解三次参数曲线的奇点位置
.

之后
,

Su gl m ot 。 ,

w
sld ro n 和 Li tv in 等人也研究了机械约束系统运动中的奇异问题

,

提出用逼近方法

测定奇异位置
‘卜

3〕 ,

但其中有的要求条件相当苛刻
,

有的偏于抽象
.

本文应用代数及机构学术

解方法研究曲线奇点及机构奇异的控制
,

具有直观
,

简便和易于掌握的特点
.

1 参数曲线分析

奇点的产生与曲线的生成有密切关系
,

于此分析几种常用曲线
.

L l 三次参数曲线
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〕为向量分量组成的二阶行列式
.

三次参数曲线段的
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(3 一 Zt )L + t (t 一 1 )

ZA
。

+ t Z
(t 一 1 )A : , (3 )

式中L = MO M
:
(图 1 )

, A 。 , A ,

为两端点M0
,

M
:
处的切向量

.

取MO M一 r0 ,

材材= r
为单位向量

,

则 A 。
一舫

。 , A ;
~ 产r

.

其中 又和 产为两端点切向量的相对长度
.

L Z B 样条曲线

给定
n + 1 个空间向量 b

,
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⋯
,
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n
次 B 样条参数曲
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图 1 端点向量

对于二次 B 样条曲线
n 一 2

,

从式 (4) 有
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式 (5) 为写成矩阵形式的二次 B 样条曲线
.

L 3 三次参数曲线段的等价表示

三次 班zi e r
曲线和三次 B 样条曲线段

,

都是三次参数曲线段的不同表达式
.

看
,

这三种表示式可以统一在矩阵形式之下

P ( t ) ~ t B i
b
‘, 0 ( t 成 1

,

( i = 1 ,

2
, 3 ) ,

t = 〔t
, tZ t l〕

,

b
‘
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T ,

矩阵 B
‘( i ~ 1

,

2
, 3 )依次是

( 5 )

从代数上
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i 一 1 是通常三次参数曲线段的 F er gu so n
表示式

,

适用于数值计算
.

1一 2 表示三次 B 6 zi er 曲

线
,

〔幻
“

表示对应 的特征多边形的顶点序列
.

1 ~ 3 为三次 B 样条 曲线的一段
,

护 表示对应的 B

特征多边形顶点序列
.

曲线段 P ( t) 的形状完全取决于矩阵信息 扩
.

同一条三次参数曲线段

L ,

它的三种表示式之间可以转换
,

因此它们的奇点分布及控制方法是相似的
.

2 三次参数曲线段的奇点判断与控制

2. 1 奇点存在判断式

由相对仿射不变量
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I 一 (q / P )2 一 Zr / P (7)

可判定
:
I> O 时

,

曲线有两个实拐点
,

而无实奇点
; I = 0 时

,

曲线上 出现一个尖点
,

而无实拐

点
; I < o 时

,

曲线上出现一个二重点
.

2
.

2 奇点位置的判断

从 曲线分量 x (t) 及 y (t) 的各型值点序列的突变转

折位置
,

找到对应的 t 轴上哟 t ‘点为奇点位置
.

例如三

次参数曲线段 (图 2) 为
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将 (a , , a Z , a 3

)和 (b
l ,

b
: ,

b
3
)值代入仿射变换式及式

(7) 可算得 I ~ o ,

从而判定曲线上存在一尖点
.

函数 x

(t )
, y (t )的型值数值为

t 0 0
.

1 6 0
.

3 3 0
.

5 0 0
。

6 6 0
.

7 6

x 0 0
.

2 3 8 0
.

3 8 8 0
.

4 3 6 0
.

3 9 0 0
.

3 1 5

y o
·

3 5 0
·

4 4 2 0
·

5 7 4 0
·

6 3 1 0
.
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.
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从数值序列分析中
,

可以确定 t一0
.

5 为尖点位置
.

_
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口
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图 2 三次参数曲线
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3 奇点消除

2
.

3
.

1 端矢蚤长度的调 整 由式(3 )可知
,

当曲线段的两个端点处的切向量给定时
,

曲线段形

状就唯一决定
.

不改变两端点切向量的方向
,

而调整其相对长度 又, 产 ,

便可控制曲线的形状
.

当端向量 A 。

水A ,

时
,

不形成奇点的 又
,

产值为
:
P一 〔p

: p 3

〕> 。时
, 。< 又< 2

, 0 < 产< 2 ; P< o

时
,

久< 0
,

产< 0
.

当端向量 A 。

// A ;
时

,

只有 A 。

和 A :
反向

,

曲线段上才无奇点产生
.

2
.

3
.

2 顶点位五调 整 对于用逼近方法形成的 曲线
,

特征多边形的形状也就决定样条曲线的

形状
.

整体特征多边形
,

可看成由数个特征三边形的组合
,

通过对特征三边形顶点位置的调

整
,

便可改变各段曲线的形状
,

控制曲线段上的奇点
.

因此
,

对不同特征三边形曲线性质的分

析
,

便可为顶点的调整提供依据
.

(l) 凸形特征三边形 (图 3 )
,

其逼近的曲线段也为凸形
,

没有

拐点和奇点
.

(2) 之字特征三边形
, “> 25

’

(图 4)
,

端点 b
。 , b :

的向量 A 。

// A 3 ,

且反向
,

或 A 。

水击

时
,

无奇点
,

但有拐点
.

(3) 尖咀形特征三边形
,

当
a > 15

‘

时
,

无奇点
,

无拐点
;
当 5’< a < 14

’

时

有二重点
;。< a簇 5’时有尖点 (图 5)

.

(4) 交叉特征三边形 (图 6 )
,

设石石乙丁与石妥石百边交于 K
.

当采/

硕< 1/2 及硕/硕< 1 /2 时
,

无奇点
.

当丽/采、 1 及采/砺二
1 时

,

有尖点
,

当采 /丽> 2 及

久k /b ak > 2 时
,

有二重点
.

3 从机构学角度分析奇异性问题
,

多边形顶点调整曲线段形状的机理
,

从机构学上来说
,

就是调整运动副关节的转角 夕及调

整机器人机构的姿态元素
.

设关节 (旋转关节或柱关节 )的位移向量为 e
,

末端杆的角速度为

咖
,

线速度为 un
,

机器人开链机构运动方程的矩阵表达式为
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图 3 凸形 曲线 图 4 之字形曲线
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图 5 尖咀形三边形 图 6 交叉形三边形
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.

(8 )

式
,

(8) 可写成 V 一J口
,

口一 ,
,

氏
: 二氏〕T , J 为雅可比矩阵

.

雅可比矩阵是机构关节位移的函数
,

表示机构关节速度与末端 (手爪)直角坐标速度之间

的线性变换关系
,

随着机构形态的变化
,

雅可比矩阵的值将有所不同
.

例如
,
U ni m at io n

Pu m a

控制机构 (图 7) 有 6 个自由度
,

其末端第 6 节连杆为可动
,

其系统末端的运动方程为
、..les

.wewelll

.....

.

we

es
JesJ氏氏氏氏氏氏广. .......lwe卫,eeeel

几
1.
几
‘
1
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IJ
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⋯
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ll
.eseseseseseseseseseses卫k
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1 0

( 9 )
a 一Z a ‘3 0 0

a s : a 5 3 0 0

a 6 : 0 0 0

在式 ( 9 )中
, a l , = s in 归1 2 + 8 2 3 ) e o s 8

3‘ , a 1 2 = a : 3 = s in 夕
3‘ , a :。= s in 8 4。 , a Z : = s in 留1: + 82 3 ) s in 夕3

‘ , a 2 2 =

。 : 3
~ 一。0 5夕

3‘ , 。3 , = 一。o , (夕
1 2

+’0
:。 )

, 。 3。
= 一。0 5 夕

4。 , 。 ‘,

~ 一。 Ze o s夕
12 s in 夕

3‘

+ : 1 2 e o s夕
3‘。o , (口

1 2
+ 夕

2 3 )

一 5 3‘s in 夕
3 4 s in ( 夕1 2 + 8 2 3 ) , a ‘:

一 ( a : s in 8
2 3 ) + 5 3‘) e o s夕3‘ , a 4 3

一了
3‘e o s8 34 , 5 0 1 一 a Ze o s夕

: z e o s夕
3‘
+ s , z s in ss-

e o s (口1 2 + a2 3
) + s 3 4 e o s夕

3 4 s
l
n ( a1 2 + 夕

2 3 )
, 。 5 2 一 (。 Zs in 夕

2 3
+ , 3‘ ) s in a3‘ , a 5 3 = : 3‘s in 夕

3‘ , 。6 ,
= , 1 : s in (夕1 : +

氏
3 ) , a 6 :

~ 一 a : c o s氏3
.

其中
a :

为第 2 杆的长度
, , 3‘

为第 3 与第 4 两运动副之间的距禽
.

当 J 矩阵系统的秩
r < 6 时

,

特殊位型结构的奇异公式〔幻为
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f (夕
3‘ ,

8
4。 ,

8
1: ,

8
2 3 ,

5
3‘

) = 0
.

(1 0 )

由式 (9 )
,

(1 0 )得 U n im a tia n Pu m a
控制机构的奇异公式

‘2 ,
为

a z s 3‘c o s6
3‘s in 夕

‘。〔a
Ze o s夕: : + 5 3‘sin (0、: + 8 2 3 )〕= 0

.

(一l )

由坐标变换式凡 ~ T ol 兀
:

⋯T( 卜 , )、⋯T( 一
, ) , ,

可得 风
‘

和 风
‘

的表示 (风
:
为相应坐标系关节轴夹

角的余弦)
.

将式 (1 1 )变换为
a Ze o s夕

: 2

+ 5
3‘s in (0 1 2 + 8

2 3 )一夕
, ‘eo s00

:
一夕

: ‘sin s
。: )

.

因此
,

奇异公

式由因式分解式表示为
c o s夕

2 3 s in s
‘。
(夕

1‘e o s夕
。:
一 月

z‘s in氏
;
) = o ,

(1 2 )

分析式 (1 2 )可得到满足的情况为
:

(1) 当
。os 氏

:
一 O 时

,

机构的特殊位形发生在关节轴 S
: ,

S
: ,

并且三轴汇交
; (2 ) 当

s in 氏。)一 O 时
,

机构的特殊位形发生在关节轴 S
; ,

S 。
,

呈现连杆 4 ,

5 平

行
,

S
‘ ,

S
。 ,

共轴
,

且三轴汇交共面
; (s ) 当 夕

1 4 e o s 8
0 1
一月

2 4 s in 8
0 : 一 。时

,

机构的特殊位形发生在三

轴汇交的交点位于 S
、

轴线上
·

以上三种情况
,

其中任何一枕得到满足时
,

奇异便发生
·

一般开链机构由N (N 簇 6) 个单自由度运动副串联而成
.

N 个运动副变成线性无关时
,

终

端执行器便有 N 个 自由度
.

然而
,

当机构处于某

一特殊位置时
,

运动副中的两个或更多变成线性

相关
,

则雅可此矩阵 J 的秩
r
下降

,

且存在一个或

一个以上的约束反力与之相逆
.

同时未端的自由

度减少
,

机构的运动出现奇异
,

产生奇点
.

例如某一 6R 机器人的雅可 比矩阵为

一 8 5 0

0

0

一 5 50

0

0

一 1

0

0

一 1

0

2 5 0

0

0

l

0

0 图 7 U n im a tio n Pu m a

控制机构

从 J 中可知
,

第 1
,

4 ,

6 列元素完全相同
,

这说明相应关节 1
, 4

,

6 对整体机构产生的影响完全相

同
.

它们变成线性相关
,

相当于一个关节的作用
.

机器人的 自由度减少到 4 ,

其余的运动受到

限制
,

可以说明机器人处于某些方面运动的退化
.

另外
,

还可看到 J 阵中的第 2
、

3
、

5 行元素的

值均为零
,

反映这 3 个元素达到极值
,

手爪相对于坐标系的运动保持定值
,

不能再作为变量
,

因

此机构的自由度将降低而产生奇异
.

从上面的分析
,

运动机构产生奇异的原因可归结为
:

(l) 运动副关节轴线之间的距离即

H
,

矢量达最小值甚至为零时
,

某些关节将由线性无关变成线性相关
.

此时某一关节轴线可能

与另一关节轴线共线
,

或者几个关节轴线相交并处于同一平面上
,

即 0~ o (或 幼
; (2 ) 终端 尸

点的运动趋势为超出转角和移动的限制区域
,

因而达到极限的恒定值并失去了变量的作用
;

(3) 机构运动副中某些关节的运动失去了主动力的支配
,

却受到约束反力限制致使自由度下

降
,

因此系统的运动呈现滞留现象沮执行器的运动不能执行
.

为使机器人机构正常运行
,

必须避免产生奇异
.

其方法
:

(l) 合理选择姿态元素
,

因为雅

可 比矩阵 J 取决于关节转角 夕
,

杆长
a ,

扭角
a 和副长

5
.

因此
,

改进机构的构造形状
,

可避免关

节轴线共轴或汇交 (共面 )的产生
; (2) 规划轨迹应使终端工作点处于机器人机构的工作空间
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范围内
,

避开极值的形成
.

4 结论

(1) 三次参数曲线奇点的形成
,

取决于 向量
a 一 (a

, , a : , a 3

)及向量 b = (b
: ,

b : ,

b
3
)的合理

选择
,

为避免产生奇点
,

则必须满足 I > 0.

(2) 三次 B 样条曲线奇点的形成与多边形的形状有
,

文中提供的四类特征三边形所确定

的曲线形状
,

为多边形顶点位置调整和消除奇点提供了依据
.

(3) 多边顶点位置的调整
,

实质上就是调整机构各运动副的转角及姿态元素
.

然而
,

转角

与姿态元素的作用已归纳于雅可比矩阵 J 之中
,

当轨迹规划中多边形顶点设置超越许可范

围
,

或机构元素 (转角
、

杆长及副长等 )设计不合理时
,

都容易使机构在运动中发生奇异现象
.

此时 J 的秩
r
下降

,

运动呈现滞留
,

以致不能执行规划的运动
.

参 考 文 献

1 Litv in F L
,

P a re n ti C V
.

S in g u la r itie s e o n fig u r a t io n s a n d dis pla e e m e n t fu n e t io n s o f m a n ip u la to rs
·

In t
·

J
·

R o bo tie s R e s ,
1 9 8 6

,

5 (2 ) : 5 2~ 6 5

2 L itv in F L
,

T a n J
.

Sin g u la ritie s in m o tio n a n d dis pla e e m e n t fu n e tio n s o f e o n str a in e d m e e h a n ie a l s ys te m s
.

R o b o tie s R e s ,
1 9 8 9

,

8 (2 ) : 3 3 ~ 3 6

3 W a ld r o n K J
,

W
a n g S L

.

A s tu dy o f t he Ja e o b ian m a trix o f s e r ia lm an ip u la to r s
.

A SME
,
1 9 8 5

,
1 0 7 (2 ) : 23 0

A n a lys is a n d C o n tr o l o f S in g u la r P o in t in B 一
SPlin e C u r v e

L in R u ilin

(De p t
.

o f P re eis
.

M e e h
.

E n g
. ,

H u a q ia o U n iv
. ,

36 2 0 1 1
,

Q u a n z h o u )

^加t
rac ts A n a n a lysis 15 m ad e o n th e m e eh a n is m o f th e o e e u r r e n e e o f s in g u la r p o in t in 电u b ie

p a r a m e t r ie e u r v e a n d B
一 s p lin e e u r v e ; a n d o n the e u r v e s ha p e d e te r m in ed b y p o lyg o n a l b a sie

e le m e n t s
.

T h e a n a ly s is 15 a ls o m a d e o n the r e la t io n b e tw e e n the Po s itio n
.

w h e r e s in g u la r ity o e -

e u r s in a m o tio n m e e ha n ism a n d th e eo e ffie ie n t o f e n d e ffe e t
.

B a s ed o n th es e a n a ly s e s , the a u -

tho r p r e s e n t s a d ir e e tly p e r e e iv ed a n d e o n v e n ie n t m e tho d fo r e o n t r o llin g s in g la r p o in t ; a n d

p r o v id e s a b a s is fo r P r e v e n t in g th e o e e u r r e n e e o f洛in g u la r ity in th e d e sig n o f e o n s t r a in e d m e -

eh a n ie a l s ys te m
.

K e ywo
r d s s in g u la r p o in t ,

B
一 s p lin e s , e o n t r o l

, s in g u la r ity


