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双肢剪力墙结构整体稳定的
O D E 求解器解法

‘

王 全 凤

(华侨大学 土木工 程系
,

泉州 3 6 2 0 1 1 )

摘要 提出一个用标准的常微分方程 (简称 O D E )求解器求解高层双肢剪力墙结构整体稳定的特

征值间题的算法
,

并有机地结合标准非线性问题的转换
、

逆幂迭代
、

正文化
、

特征值移位等儿项技

术措施
,

使得稳定特征值问题能方便地靠 O D E 求解器的功效得以精确可靠地求解
.

关键词 整体稳定
,

求解器
,

逆幕迭代
,

正交化
,

特征值移位

分类号 T U 3 9 8
.

2 0 1

近年来
,

O D E 边值问题 的理论研究
、

数值计算及程序开发等均有很大进 展
,

典 型的版本

有 〔‘, p A S V A 4
,

B O U N D S
,

CO LS Y S
,

S U p O R T
,

N A G LIB R A R Y 等
.

对标准形式的线性及非

线性 O D E 边值问题
,

利用清华大学袁驯教授推荐的 O D E 边值问题求解器通用程序一CO PY S

可直接求解
‘2〕

.

大量特殊的 O D E 边值问题可运用 O D E 变换技巧
,

将其标准化后
,

再进行求

解
〔3 ,

.

二维及多维的偏微分方程边值问题可采用某些离散手段将其离散为 O D E 边值问题进

行有效求解
〔幻

.

H
.

B
.

K el le r
在 1 9 7 6 年曾提出将 O D E 特征值问题转化为标准的非线性 O D E

边值问题
,

然后用求解器求解这一等价的非线性 问题
.

80 年代
,

B
.

H
.

E dw ar ds 利用该求解器

成功地求解了一个单独的 O D E 首阶特征值问题
〔5 ,

.

文〔6〕提供了一个 以标准的 O D E 求解器

为支撑软件的 O D E 特征值问题的求解器
,

使得大批 O D E 特征值问题得 以方便地求解
.

本文

的工作是把高层双肢剪力墙结构的稳定特征方程的特征值问题转化为标准的 O D E 特征值问

题求解器的标准型式
,

首先利用逆幂迭代法清除初始特征函数向量中其它各阶特征函数问题
,

再用非线性 N ew to n 法进行求解
.

为了加快逆幂迭代的收敛速度
,

采用特征值移位技巧
.

1 高层双肢剪力墙结构稳定特征值问题及其变换

以下分析将基于附图所示的双肢剪力墙结构
.

双肢剪力墙 的材料在整个结构高度 H 内

部是常数
,

假设剪力墙之间的连梁被一个不可压缩的连续体所代替
,

则该结构的稳定特征方程

为〔, 〕

‘

本文 1 9 9 4
一
0 4

一
2 7 收到
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(z , 一 矿(‘十 7 , , “
(二 , 十箭〔

(H 一 二 ),
·
(之 ,

一 2中‘
(z ) 一 石

2 7 (H 一 z )中(z )〕= o ,

(l )

相应的边界条件为

中(O ) = 0 ,

中
,‘
(O ) ~ 0 ;

中,

(H ) = 0 ,

中材 (H ) + 油 (H ) = 0
.

(2 )

式 (1 )中 中 (z ) ~ dy (z )/ d 之 ; Y (z )为结构的变形 曲线
;

E l 为剪力墙墙肢的弯曲刚度之和
; q 。是 临界的线分布

荷载
.

其它参数定义如下
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附图 双肢剪力墙
这里 I

‘

和 I b

分别是每肢墙和连梁的惯性矩
:
A

‘

是每肢

墙的断面面积
; a 是剪力墙洞 口 的宽度

; h 是结构的层高
; G 是材料的剪切弹性模量

,

A 、
是连

梁有效剪切面积
; 天一 q

。

/ q
。

和 叭一 E l/ H
3

.

方程式 (1 )
,

(2) 为变系数 O D E
,

直接求解它们的特征

值问题的解析解是不可能的
.

因此
,

对它们分别 作一些变换
,

变为 O D E 求解器 c O Lsy s 可接

受的标准 O D E 特征值问题
,

再对它们作有效 的求解
.

首先利用 区间映射 (I n ter va lM a p p in g )

技巧
‘8 , ,

通过坐标变换将待定 的求解 区间映射为标准的研究区间
,

使 O D E 关于新变量有了明

确的定义域
.

令

一 (H 一 z ) / H
,

d d宁 一 l

湃 一 而 一
一

不厂

O 簇 z 簇 H
,

(3 )

进一步有
d

_ , , _ _

‘

爵
,

U 岌 z 气 几

子�

d一dz

以上变换将待定的求解区间映射为标准的单位区间[ o
,

1〕
.

利用上述变换
,

则上述方程改写为

护叹匀 一 砂H
“

(l + 7 )中
”(匀 + 又叶巾,’( 子) 十 2创 (匀 一 砂H

名y登必信 ) ] 一 0
.

(4 )

将坐标变换式 ( 3) 代入边界条件式 ( 2) 中
,

得到相应的边界条件为

中 ( 1 ) = O
,

巾,I
( l ) 一 O ; 中

‘
( 0 ) = 0

,

中脾 (O ) + 又
·

中 ( 0 ) = 0
.

( 5 )

至此
,

变换后的式 ( 4) 一 ( 5) 为定义在标准区间「。
,

1〕上的 O D E 特征值问题
.

下面利用文献 〔8〕中建议的平凡 O D E 技术及等价的 O D E 技术将上述特征值间题转化为

标准的非线性 O D E 问题
,

为此为特征值 灭建立一个平凡的 O D E ,

即 兀~ 0
.

这一方面了 又为常

数
,

另一方面将 兀引进到 O D E 体系中参与求解
,

因而可作为解的一部分输出
.

取失稳的归一

化条件为

份(s)
·

d‘一 ‘
,

。

奈
簇 ‘

,

( 6 )

这里取积分值为单位值作为失稳的归一化条件
,

相当于 R a yle igh 商中分母取为单位值
.

利用

等价 O D E 技巧将上式积分化为标准 O D E 问题
,

即 尺= 巾
艺(宁)

,

尺 ( o ) = o
,

R ( 1 ) ~ 1
,

O镇普簇 1
.

这样既可以计算定积分
,

即求解上式
,

又可以将某些积分条件 (如失稳 归一化条件 )化为等价的

O D E 提法而加入原问题求解
·

联立以上各式
,

可得到标准的非线性 O D E 形式
:
( 1) O D E

:
刃一 。

,

R’ 一护 ( 宁)
,

到,’( 匀 一
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矿H
: ·

(l + y)
·

币
”
(匀 ~ 一夏【登

·

巾
”
(泞) + 2

.

必
,

(登)一砂H
Z ·

y
·

妥
·

必“)〕
.

(2 ) BC
:
巾

,

(0 ) =

必‘ (o )+ 直
·

巾 (o ) = o ,

R (o )= o ; 巾 (1 )= 巾
即

(1 ) = o ,
R (1 ) = 1

.

可直接利用标准的 O D E 求解

器为支撑软件的 O D E 特征值间题的求解器
.

2 纯化初始特征函数向量的技术措施 〔幻

求解特征值间题属于非线性问题
.

求解器要求在解非线性间题时先给出初始特征函数向

量
,

其本身对向量的选取非常敏感
,

原因是提供的初始特征函数向量不可避免地包含有各阶特

征函数成分
.

若不对该向量先作某种处理而用作初始解
,

则上述求解器算法难以保证收敛
;
即

使收敛
,

有时也难以收敛到所需的特征值上去
.

间题的关键是如何清除初始特征函数向量中

其它各阶特征函数成分
,

从而得到一个不包含
,

至少少包含其它各阶特征函数成分的初始解
,

迫使解答收敛到所需要的解上去
.

2. 1 逆幂迭代法

一般的特征值问题均可表示成为 O D E 形式
,

即

L
. u (x ) ~ 孟材

· u (x )
, a

( x 簇 b
,

(7 )

并满足边界条件 B 二 u(
a )~ 0 ,

B 、 · u (b) 一 0
.

式中 孟为特征值
;
u( x )为相应的

n
维特征函数

向量
; L

,

M
,

B
.

和 B 、
均为线性微分算子矩阵

,

其中 石具备通常均能满足的自伴正定等性质
.

把式 (7) 两边左乘 L 一 ’ ,

经过第 k 一 1 次迭代后
,

得
、
、了
、
、户00OJ了、

了.、u (奋) = 义(圣) ·

L 一 i ·

令 又(汤,
= l / }}云

‘哥,
}1

. , u ‘汤, = 石‘
去, / }}云

‘圣,

五(丢) ~

式中
u ‘的表示下列线性 OD E 体系的解

,

即

u (o )

L 一 1

二 二二“
.

·

M

M
· “ (卜

1 )
.

则式 (8) 变为
· u (卜

1 ) -

L
·

云‘
奋, = M

· u ‘卜
‘, , a

镇 x 镇 b ; B二 云(a )‘
奋, = 0

,

B 、 ·

云(b )‘
汤, 一 0

.

文〔的指出 L 一 ‘

的模数最大特征值的倒数值便是矩阵 L 的模数最小的特征值
,

同时指出
,

加大模数最大特征值与其它特征值的距离可以提高收敛速度
.

所以
,

逆幕迭代有很好的放大

低阶
,

消减高阶特征函数成份的作用
.

随着迭代次数的增加
,

u( 幻
收敛于 矛幻中所包含的最低阶

特征函数向量
“ , ,

尸
,
收敛于 凡;

.

正如本节开头所述
,

为了得到一个较为纯正的特征函数向量
,

我们才选用逆幂迭代
,

只作少数几次逆幂迭代
,

使高阶特征 函数成分得基本消除或微弱地存在

就中止
.

然后用纯化后的这个向量作为初始解
,

转向非线性的 N e w to n
法进行求解

,

以加速收

敛速度
,

并保证计算精度
.

本文计算证明了这一策略比单纯逆幂迭代或直接 N e w ton 法都更

为有效
.

2
.

2 正交化

为了迫使逆幂迭代收敛到第 i个特征对
,

采用正交化过程从假定的初始解 云中清除前 i一

个特征函数成分
,

即取下式作为当前逆幂迭代的初始解
f一 l

u
“
。, 一 云一 ,

三丐
’ “, ,

(1 0 )

其中
。 ,

气二, 犷
“
厂M

.

动二 ,

U
一 “ J 口

1 簇 j镇 i 一 1
.

这样
,

低阶成份由正交化过程给予消除
,

而高阶

成份由几次逆幂迭代加以消减
,

第
* 阶特征函数就变成主要成分

,

再转到 N e w to 。
法就可迅矿
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收敛
.

为了可靠起见
,

这一正交化过程也可在每步逆幕迭代中进行
,

以保证中间结果的纯净
.

2
.

3 特征值移法

在逆幕迭代中
,

当两个特征值 义;
与 又: 非常接近时

,

收敛速度极为缓慢
.

对此
,

采用适当的

特征值移位能极大地加速逆幂迭代的收敛
,

且不改变间题的特征函数向量
.

移位后的O D E 体

系为

L 二
u = 几二 M

· u ,

(1 1 )

式中 L
‘

一
L 一 产M

,

人一又一产 ; 其中 产 为特征值移位值
.

对式 (1 1 )进行逆幂迭代可很快地

收敛到最接近 产的特征值
.

显然
,

如何选取恰当的移位值 从 是个关键的问题
.

最理想的选择

是使这个 片 值与下一个特征值 凡最为接近
,

但由于 入值事先未知
,

所以很难实现
.

为了可靠

和简单起见
,

本文采用如下较为保守的选择 片一 0
.

9 9入一
:

.

这一简单作法在计算时非常有效
,

在 i变大时尤其如此
.

3 应用算例

本节采用以 CO LS Y S 为支撑软件的 O D E 特征值间题求解器求解本文高层双肢剪力墙结

构整体稳定
.

用逆幂迭代法纯化初始特征函数向量
;
用正交化消除前 i一 1 个特征函数成分 ;

用特征值移位来加速逆幕迭代的收敛
,

以及最后用求解器保证高精度的解答
.

输给 CO LS Y S

的几个控制参数为 T o le r (误差限 ) = 0
.

0 0 0 0 5 ; N eo lp (每个子 区间的 C a u s s )配点数 = 5 ;

N s u bi (初始配点网络子区间数 )一 1
.

对初始解本文统一取为

中 ~ z (H 一 z )
·

(1 一 z + 2 2 + 2 3 )
.

此外
,

对 CO L S YS 还作一些改进
.

在逆幂迭代时
,

增加了快速处理多重右端项的功能
、

消除网

络 自动加密功能
.

在前一次划分的网络上
,

逆幕迭代收敛后改用 N ew to n
法 以减少计算量

.

尽管误差限 T ol er 取较为严格
,

逆幂迭代次数一般只需 4一 5 次左右
,

而转入非线性求解时只

需数次 N e w to n 迭代
,

即可收敛到满足误差限的解答
.

对于高层双肢剪力墙的稳定特征间题
,

用此求解器求出整个双肢剪力墙刚度系数 舀H 的范围内的临界荷载参数 直
,

并与文〔9〕的有限

差分法和文〔7〕的加权余量法的结果比较见附表
.

附表 用不同的方法得到双肢剪力墙的临界荷载参数 I

方 法 石月 ~ 1 舀H ~ 3 石H ~ 6 石H ~ g 石H ~ 14 云H 一 50

求解器

方法
1 0

.

5 1 0 4 2 1
。

0 8 7 9 3 0
.

4 7 2 3 3 4
.

4 6 1 6 3 7
。

0 0 7 2 3 9
.

0 0 1 8

妥万二 1 0 0

3 9
.

1 4 0 3

有限差

分法 0

1 0
.

0 2

(一 4
.

6 7 % )

1 9
。

5 7

(一 7
.

2 0 % )

2 9
.

1 0

(一 4
.

5 0 % )

3 3
.

5 3

(工 2
.

7 0 % )

3 6
.

5 2

(一 1
.

3 2 % )

3 8
.

9 6

(一 0
.

1 1 % )

3 9
。

1 3

(一 0
.

0 2 6写)

加权余
量法 ¹

10
.

5 11 4

( 0
.

10 % )

21
.

10 0 1

( 0
.

0 6写)

30
.

4 84 6

( 0
.

04 % )

34
。

4 69 7

( 0
.

0 2% )

37
.

0 11 9

( 0
.

0 1% )

39
。

0 0 3 7

( 0
.

0 0 5% )

39
.

14 1 3

(0
.

0 03% )

¹ 括号内数字分别为与求解器算法结果比较的相对比值

从附表可以看出
,

文〔7〕加权余量法算出的临界荷载参数值在整体剪力墙刚度系数值范围

内都与求解器求解的结果非常接近
,

相对差值全都在千分之一之内
;
而文〔10〕有限差分法算出

结果 比求解器求出的结果小
,

但相对差值也都在 8 %之 内
.
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4 结论

OD E 特征值问题求解器是以标准的 O D E 求解器为支撑软件的
,

本文用它求解高层双肢

剪力墙结构整体稳定的特征值问题
.

采用逆幂迭代
、

正交化和特征值移法等技术措施
,

得到的

结果与用其它两种不同方法得到的近似结果吻合得很好
.

除显示该求解器解法具有数值精确

解精度的效能之外
,

还证实了文〔7〕用加权余量法计算高层双肢剪力墙结构临界荷载的方法是

可行的
.
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