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摘要 在线性方程组系数矩阵 A 为相容次序矩阵和 A 的 Jac ob i矩阵的特征值 约 均为实数的条件

下
,

证明了 MP S D 迭代法的收敛定理
.

关锐词 线性方程组
,

M PS D 法
,

收敛性

分类号 0 2 4 1
.

6

1 M P Sn 迭代法

解线性代数方程组 A X ~ b 的 M PS D 迭代法包括了一些熟知的迭代法
,

如 PS D
,

JO R
,

A O R
,

SSO R
,

PJ 等迭代法巾
.

当系数矩 阵 A 是对称正定阵
、

非奇异 H
一

阵时
,

关于 PS D 等迭

代法的收敛性已有结论
〔。

.

本文在 A 为相容次序矩阵
,

以及 A 的 Ja co bi 矩阵的特征值 巧 均为

实数且 对< 1 的条件下
,

证明了其统一形式 M PSD 迭代法的收敛性
.

由于 MPSD 迭代法包含了 S S O R 迭代法
,

而大多数论及 S S O R 法的文章均把 SS O R 法的

迭代矩阵 怀 记为 私一 (I 一议了)一
‘

【(l 一。)I + 毗〕(I 一。L犷
’

〔(1 一动 I + 。
心〕

〔“
,
3〕

.

为了与之统

一
,

我们所论及的 M PS D 法的相应迭代矩阵 Sr , ,
.

、与文〔l〕的记法有些不 同
·

即把 &
,
· 1

,
。 :
一

M
一 ‘N 中相应的 M 取为 M ~ D (I 一叭 L )(I 一 。Z

U )
.

但需说 明的是
,

不论采用哪种记法
,

本文的

结果均是一致的
,

且证明过程几乎完全相同
.

对于线性代数方程组

A X = b (l )

设 A 一D 一E 一 F 是
n X n

实矩 阵
,

其中 D 是非奇异对角阵
,

E 是严格下三角阵
,

F 是严格

上三角阵
.

记 L 一D 一 ’E
,

U 一D 一 ’
F

,

则矩阵 A 之 Ja co bi 矩阵为 B 一D 一 ’E + D 一 ‘F 一L 十U.

于是求解方程组 (l) 之 M PS D 法为

X (‘ + ‘) 一 S
r ,

. :
,

。ZX (” + r (I 一 田Z
U )一

’
(I 一 田 IL )一

‘
D 一 ‘b

, r 共 o ,

m ~ o
,

1
,

2
,

⋯ (2 )

其中 M PS D 法迭代矩阵为

S
: .

。 ,
,

、 一 (I 一 叭U )一
‘
(I 一 ‘I

L )一
‘

[ (1 一
r )I + (r 一 “ ,

)L + (r 一 “ 2
)U + ‘ : ‘: L U 〕

一I 一 r (I 一 田:
U )一

‘
(I 一 田I

L )一
‘
(I 一 L 一 U )

.

(3 )

,
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当 M P SD 迭代法中参数 。1 ,
。: , r

取不同的值便可得到各种迭代法
,

如 PS D
,

JO R
,

A O R
,

S SO R
,

PJ等
,

详见文〔1〕之表 1
.

例如
,

按通常的记法
,

取
r 一 。

,
。 ,
一 7

,
。2
一 。则

S
。

,

,
,
。
= (I 一 yL )一

‘

〔(1 一 。 )I + (。 一 y )L + 议门 一 L
,

,
。 ,

即 MPS D 迭代法变为 A O R 迭代法了
.

当取 。,
= 叭一 。 , r ~ 。(2 一 。)护。

,

由于

(I 一 田乙) [ (1 一 。 )I + 创乙] = [ (l 一 aJ )I + 。L〕(I 一 田乙)

[ (l 一 。 )I + 田乙] (I 一 。L )一
‘
= (I 一 田乙)一

‘

[ (1 一 。 )I + 田乙]
,

因此

5
. (2一)

,
.

,
。

= (I 一 议厂)一
‘
(I 一 毗)一

‘

[ (l 一 。) 21 + 。 (1 一 。 )(L + U ) + 。 :
乙乙z」

一 (I 一 。丈了) 一
‘
(I 一 毗 )一

,

[ (1 一 。 )I + 田乙〕〔(1 一 。)I + 议厂〕

= (I 一 。丈了) 一
,

[ (l 一 。)I + 田乙] (I 一 田乙)一
‘

[ (l 一 。)I + 。之了〕= 礼
,

即 M PS D 迭代法变为 SS O R 迭代法了
.

2 M P SD 迭代法收敛性定理

首先
,

由文〔4〕引理 2
.

2 有

引理 对实系数二次方程 产一by 十
。一 。

,

它的两个根 y ,

和 y :

的模小于 1 的充要条件是

!cl < 1 和 }bl < 1 十 c.

定理 若方程组 (l) 的系数矩阵 A 为相容次序矩 阵
,

其 Ja c

ob i矩阵 B 的特征值 产; ,

产: ,

⋯
,

产
,

均为实数
,

且 对< 1 (即 }肠 !< 1 )
,

j一 1
,

2
,

⋯
, n

.

则当

0 ( 闭1

镇 2
,

0 ( 。 :

簇 2
, 0 < r

簇 1 (4 )

时 (条件 (4 )亦可减弱为 }。
1
一 l }

·

}。
:
一 1 }成 1

,

o < r
镇 l)

,

解方程组 (i ) 之 M PS D 迭代法 (2 )

收敛 (即 户(S
· ,
。 1

,

、 )< l )
·

证明 现先来推导 MPS D 迭代矩阵 Sr
,

、
,

· :

之特征值与 Jac o bi 矩阵 B 之特征值的关系式
·

因 A ~ D 一E 一 F ~ D (I 一L 一U )为相容次序矩阵
,

故矩阵 I 一L 一U 亦 为相容次序矩阵
.

由于

&
。 ,

‘

、迭代阵为 (3 )之形式
,

而对于任意排列矩阵 尸
,

p s. 一1
.

、p
T

之特征值与 Sr
,

、
,

、同
·

故不失

一般性
.

设 I一L 一U 具有如下形式

厂 Il
I 一 L 一 U 一 }

L一 K

一 H

I
:」 (5 )

其中 1
1 ,

I
:

均为单位矩阵
,

于是

]
_ _

「O

!
, B ~ L + U 一 }

_ _

J L人 」
00

尸1且!
.�

一一
U

�lesesesJo 00K
一lesesesL

一一L

由式 ( 3 )
,

记 R 一 (I 一叭U ) 一 ‘

(I 一 ‘I L ) 一
’

(I 一L 一 U )
,

则有 &
,
。 1

,

·:
一 I 一 r R

,

所以

一 H

I
2」

尸l
esee

� �lesJ eses

田i

K 1
2

I
1

一 K

一lesesesL一lesesesJ田 Z

H

I
2

一lesesesL�IJ苦l�I
;
+ 田1田 Z

H K

仍I
K

田:

H

I
2

I
1

一 K

一 H

I
:
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一
「
1

1

+ ‘“
1“2

一 “2
’H K ‘“

2
一 1 , H 一 竺叭H K H

L (田
x
一 1 )尺 I : 一 田i

K H 〕 (6 )

FX 门

设 Ja co bi 矩阵 B 之特征值为 产 ,

对应特征向量为 }
_ ,

}尹 0. 这里的划分同 (5 )
,

于是由
L I J

, ..!.曰
XY

一lesesesJ

产一一

, ,l
.

esJXY
一leeesesL一Jlesesse

f
“

L兀

H

有

H Y 一 产万
,

K X 一 产Y
,

H K X 一 尸X
,

KH Y ~ 声Y ,

H K H Y 一 尸X.
(7 )

「X 门

设 R 的特征值为 甲
,

观察式 (6 )
,

(7) 可知对应特征向量可记为 }
_ ,

}护 0
,

这里 t护 O 为任意
L tI J

实数
.

于是有

「
1

1

丰 ‘”
1“名 一 “2

’H K

L (田
i
一 1 )尺

(田
:
一 l )H

I
:
一

一 aJl 田Z

H K H

叭K H

「X + (。
t。 ,

一 。 2

)H K X + t (。
,

一 1 )H Y

L(。
:
一 l)K X + ty 一 t。 :

KH Y ~ t专Y
.

由式 (7) 便得

(l + (。
;
一 l)田

2产 2

+ t (a, :
一 1 )产 一

((。
,
一 1 )产 + t 一 t。 , 产2

)Y 一 t移
.

显然
,

X
,

Y井0
,

所以式 (8) 等价于

t田z田 Z

H K H Y

一leeeeeeJXtY
尸

I
L�胜leeJ

( 8 )

、
胜

l矛
.

JX”了t毋 i山2 产3
) X 一

「
‘+ “

1
一 ‘’“

2 “’ (‘2
一 ‘’“

一
“2 “3

L (田
l
一 l ) 产 l 一 田 i产z

1「1〕 「1 1
}} }~ 甲} l

J ‘ t 」 七 t J

式 ( 9) 之特征多项式为

f 切 ) 一 助 一 ( l + (。:
一 l )。

2 产2
) ]〔甲一 ( 1 一 。1 产2 )〕

一 ( 。:
一 1 ) 产[ (叭 一 l ) 产 一 。, 。 z产,

]

= 甲2
一 ( 1 + (田

;
一 l )田2 2‘2 + l 一 田, 产2 )专 + ( l + (田 ;

一 l ) 曰
z产2

) ( l 一 田, 产2 ) 一 ( 田
,
一 l ) (。 :

一 1 ) 产
2
+ ( 田

,
一 l )。

, 。: 产‘

~ 夕
名
一 ( 2 + (。l 。:

一 。 ;
一 叭 )声 ) 甲+ l 十 (。

1。:
一 。1

一 。2
) 召

2

一 (田
1
一 l ) 田:

叭产4
一 (田

1
一 l ) ( 田

:
一 l ) 产

2
+ (田

;
一 1 ) 田

, 田z 产‘

~ 夕
2
一 ( 2 + (田

1 。:
一 。 ;

一 田2 ) 产2 ) 夕+ l 一 产2 .

令 f (帕一。
,

便得到 专与 产 之关系式

护 一 ( 2 + (。
, 。2

一 。 1
一 。:

)产
z
功 + 1 一 产2

~ 0
.

( 9 )

( 10 )

由于 凡
,

,
,
。 2
一 I 一 r R

,

所以 Sr
,
。,

,
。 :

之特征值 久一 1 一 r卒 因由式 ( 2 ) 知
: 笋。

,

于是有 , 一 ( 1 一

又) / r ,

代入 ( 1 0 )便得

( 1 一 几) 2
一 ( 2 + (田

1 田:
一 田:

一 。:
) 产

2 ) ( l 一 又) r + ( l 一 产2 ) r Z
= 0

,

又2
一 2几 + l + r ( 2 + (田

; 田 :
一 。,

一 田2
) 产

2 ) 又

一 r ( 2 + (田
1‘:

一 田1
一 田2

)产
z
) + ( l 一 产2

) r Z
= o

,

几2
一 [ 2 一

: ( 2 + ( aJ
; 。:

一 。 ,
一 。2

) 产
2 )〕又
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一 r
〔2 + (。

, 。:
一 。 :

一 。2
)产

2

卜
1 + (1 一 产2

)沪 = 0
.

(1 1 )

由推导过程可知
,

对 B 之任一特征值 约
,

必存在 Sr
,
· ,

,
. :

之特征值 丙满足式 (1 1 )
,

反之亦

然
.

即有

叮一 〔2 一
r (2 + (。

, 。 :
一 。 : 一 。:

)产于) ]凡

一 r
[ 2 + (。

, aJ Z
一 。 :

一 。 :
)对〕+ x + (l 一 对) r Z ~ o j 一 l

,
2

,

⋯
, n

.

(1 2 )

由引理知式 (12 )的二根 }凡{< 1 的充要条件是

, 一
r
〔2 + (‘

1 “2
一 “!

一 ‘ 2 , 对〕+ ‘+ “ 丁对, r ’

I< ‘
,

{
}“一 r (2 + (‘

1

竺一
” 1
一 “2

,片 ,
_

l< ‘一 r LZ + ‘“
1‘2

}
一 。,

一 。2
)对」+ 1 + (l 一 对)户

.

)

(1 3 )

而式 (1 3 )等价于

(l 一 对)产 <
:
〔2 + (。

, 。:
一 。;

一 。 : )产;〕
,

r
[ 2 + (‘

: ‘:
一 “,

一 。:
)对] < 2 + (l 一 对)r , ,

(1 一 产萝)
r Z

> 0 ,

Zr
[ 2 + (。

, 。:
一 。:

一 。 z
)对] ( 4 + (1 一 对)r z

·

因此要证明 M PS D 迭代法收敛
,

即 P( &
,

· , , :

)< 1 ,

只要证明式 (1 4 “一 1 4 d )成立便可

由于 对< 1
, r > 0. 因此有式 (1 4 。) (1一对)r

2

> 。成立
·

现先证下述不等式成立

一 2 簇 。: 。:
一 。,

一 。:

镇 0
.

因由已知条件 (4 )有 。镇。‘

成2
,

i~ 1
,

2 于是有 一 1《叭一 1镇1 ,

即 I叭 一 1 }镇 1
,

i
:

因此有

! (。
;
一 1 ) (叭 一 1 ) } ~ }。

,
一 1 }}。

:
一 l }蕊 1 ,

所以有
一 l 簇 (。

,
一 l) (。 : 一 1 ) 簇 1

,

即
一 l 簇 。, 。:

一 。 ;
一 。:

+ l 成 1
,

从而
一 2 镇 。 l。:

一 。 ,
一 。 :

簇 0
.

式 (1 5 )得证
,

由已知有 。< :
簇 1 < 2

,

1一对> 0
.

于是由式 (1 5 )有

(1 4 a )

(1 4 b )

(1 4 e )

(1 4 d )

(1 5 )

1
,

2
.

_
, 。 2 一 2产; / 2 + (。

1。:
一 。,

一 田2
)群{

万 < 火 乙 ~ 二
~

- 一一下
一 之溉

—
,

1 一 巧 1 一 巧

(l 一 对) : < 2 + (。
1。 :

一 。;
一 。:

)对
.

从而有
(l 一 对) r Z

<
r
[2 + (aJ : aJ :

一 。,
一 aJ Z

)产箩〕
.

即式 (1 4 a )成立
.

又由式 (1 5 )有
r
[ 2 + (。

l。:
一 。,

一 。:
)对〕簇

r
[ 2 + o〕簇 2 < 2 + (1 一 对) r , ,

即 (1 4 b )式成立
.

又

Zr
[ 2 + (。

1 0 2
一 。,

一 。 2
)对〕镇 Zr

〔2 + o〕镇 4 < 4 + (1 一 对)r 名 ,

即 (1 4 d )式成立
.
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至此
,

对一切满足已知条件式(4 )之 ‘ , ,

“ : , r ,

已证得式 (1 4a 一 1 4 d )皆成立
,

故 P( Sr
,
. ,

,
一 :

)<

1
.

定理得证
.

当定理中的 。 , , 。 : , r 取不同的值
,

便可得到相应的 PS D
,

JO R
,

A O R
,

S SO R
,

PJ 等 迭代

法的收敛定理
.

例如
,

当取 。 : 一 y , 。:
一 O , r ~ 。 和 。l

一 。 : 一。
, r ~ 。(2 一 。)

,

便得到下述推论
.

推论 若方程组 (l) 的系数矩阵 A 为相容次序矩阵
,

其 Jac o bi 矩阵 B 的特征值 产: ,

八
,

⋯
,

八均为实数
,

且 对< 1 (即 1约 }< 1 )
,

j~ 1
,

2
,

⋯
, n

.

则

(i) 当 。< 。簇 l
, o《 y簇 2 时 A O R 迭代法收敛 (即 p (L

y
,
。

)< 1 ) ;

(11) 当 。< 。< 2 时
,

S SO R 迭代法收敛 (即 P(件)< l)
.
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