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一类高维周期系统的周期解
‘

王 全 义

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1 )

摘共 研究一类高维周期徽分系统的周期解的存在性间题
.

通过利用指数型二分性和不动点方

法
,

得到一些新结果
,

即此类系统周期解的存在性
、

唯一性和稳定性的一些充分性条件
.

关祖词 徽分系统
,

周期解
,

存在性
,

唯一性
,

稳定性
,

不动点方法

分类号 0 17 5
·

1

文〔1〕利用 Lya p u n o v 函数和 B ro w d er 不动点方法
,

研究了下列高维非线性周期系统

d x
芍丁 = 人以 )X 十 J 以 , X )
U 否

(1 )

的周期解的存在性间题
,

这里 x e R’
, t任R ,

A (t )是
n
阶实连续的函数方阵

.

且 A (t + 动 = A

(t )
,

(。> 0 为常数)
,

f( t , x )是 R x R’上的
n
维连续函数

,

且对任意的 (t
,

劝 e R x 把
,

f(t
, 二) ~

f (t + 。 , 二)
.

本文也研究系统 (l) 的周期解的存在性
、

唯一性和稳定性问题
.

1 主要结果

定理 1 对于系统(l)
,

假设下列 (。)
,

(b) 两个条件都成立
.

(a ) A (t)的特征根 孟: (t )
,

凡(t )
,

⋯
,

人 (t )满足 R e (凡(t )簇一 古< 0
,

j= 1
,
2

,

⋯
, n ,

且 !! A (t )

11《K
,

11
dA (t )

d t I}《K : ,

其中

K ! <

赢
K

。
一

蛋
(1 +

磊
) (··: ) (

一
,’

、 .

厂 1 r’
_

, . , , . 、 : 」 .

, l 一 e
一 , 二

、D 少 皿lm 二二
.

l s u P IIJ 气: , x 少 ll a [ 《闷 一~ 一万一
一
一 , 岁飞甲

一 . 即‘J 0 . 1
目叹 . 尸

1 一 ZK 若K
, _

a =
.

一 - 二飞声- - 一
.

奋》 U ,

乙才、0

夕一
。

刁获云> 。
.

则系统 (l) 至少存在着一个 , 周期解
.

就系统 (l) 的周期解的存在性而言
,

并与文〔1〕的主要结果定理 1 比较
,

本定理具有明显的

优点
:

放宽了对 !}
dA (t)

d t
!}充分小的限制

,

并且给出了它的具体数值
;
放宽了对 }}f (t

, 二 ) ”的

限制
,

并且也给出了它的具体数值
.

.

本文 19 9 4 一。l
~

2 6 收到 ,福建省自然科学然基金资助项目



华 侨大 学 学 报 ( 自然 科学 版 ) 19 94 年

定理 2 假定系统 (l) 满足定理 1 中的条件 (a) 以及下面的条件
,

即对任意的 x 、 , x : 〔R
· , t

有

1If (t , x : ) 一 f (t
, 二 : ) 11 《 L l, x : 一 x :

11
,

。< L < 号
,

这里
。
和 夕由定理 l 中给出 一则系统 (l )具有唯一的

、

稳定的 , 周期解
.

尸

凡中e其

一些引理

为了证明本文定理
,

我们必须先证下面一些引理
.

d x

只井 ~ A (t )x
,

d t 一 “
、 ‘ 产

‘
’

考虑系统 (1) 的齐次线性系统

(2 )

这里 A (t )
, x 如前面所述

.

引理 1 对于系统 (2 )而言
,

假定 A (t )满足定理 1 中的条件(a)
,

那么则系统 (2 )的基本解

方阵 X (t )
,

则满足

}{X (t)X 一 , (s ) 1} 《 P
· e x p (一 a (t 一 s ) ) (t 》

s )
,

(3 )

其中 a, 夕由定理 1 中给出
.

证明 由引理的条件及文〔2〕引理 5
.

2
.

2 可知
,

存在着一个
,
阶的哈密顿对称方阵 G (t )

,

使得

A T (t)G (t) + G (t )A (t) = 一 I
,

(4 )

且满足下列两个条件
,

即 }}G (t )I l《K
。

和

g, (t ) 》
l

Zn 苦K
(j = 1

,
2

,

⋯
, ” )

,

(5)

、、产、.声
介O气口了气了、

�

这里 幻 (t ) (j = 1
,

2
,

⋯
, n )是 G (t )的

n
个不同特征根

.

设 x (t )是系统 (2 )的任一非零解
.

取

V ( t
, x ( t ) ) = 了 ( t )

·

G ( t )
·

x ( t )
,

则由文〔幻定理 5
.

2
.

4 的证明中可得
旦竺立竺三玉旦2 1

_ .

d t 《一 ( 1 一 2心K : ) 1I X

由式 ( 5 ) , ( 6 )得
}卜 }}

.

2粉名K
《 V ( t , x ) 簇 K 。

}}X ( 8 )

从而由式 ( 7 )
, ( 8 )可得

d V ( r , 二 ) , ( 1 一 ZK 若K
,
)

t , , .

~

- , 厂一
~ 尧尧 一 一一- - , 芯二- 一 - 一

~ Y 叹‘ 一工尹 ,

Q‘ 才、0

这里
a =

( 1一ZK若K
: )

ZK
o

1 d V (t , x ) ,
奋7 了叮- - r ee es飞叮es es es 畏尧一 乙a ,

V 叹t , 工 少 O 不

> 。
.

设
,
《t ,

在区间 [s
,

t] 上积分上式的两边
,

我们可得

V ( t , x ( t ) ) 《 V ( : , x (s ) ) e x p ( 一 Za (t 一 s ) ) ( t 》
s ) ,

( 9 )

( 10 )

从式 ( 8 )可得

1

Zn ZK
x ( t ) }1

.
《 K

。

I}x (
s ) }l

, · e x p (一 Za ( t 一 : ) ) (t )
, ) ,
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llx (t ) }I
{l二 (, ) 11

镇 ,

碗瓦又· e x P(一 a (t 一 s) ) (t 》
s )

.

(1 1 )

设 X (t )是系统 (2) 的任意一个基本解矩阵
,

则

}! X (t )X 一 ,

(s ) }} =
_

s

叩
l气 I 护 o

!}X (t )X 一 ’(s )x
。

1}

}}x 。

}}

记 x ;
= X 一 , (: ) x 。 ,

则

X (t )X 一 i (s ) ~
_

su p
. 苦一 护 o

{IX (t )x :
11

}! X (s )x :
}}

}}x (t) 1}
= s u p 下1一二下下,

一

I名: 护 o 落I 芯、。 , !l

《床
x P (一 a (t 一 s )) (t )

s )
,

(1 2 )

这里 p一
二

了三不又
.

引理 ; 证毕
.

引理 2即 假设 g (t) 是一个
二
维连续的 , 周期函数

,

则对任意的 t e R
,

有

J:
‘

、(5 )‘
一 J:rt

·)d ‘
.

引理 3 考虑下列周期系统

瓮
一 A “, X + g “ ,

·

(1 3 )

这里 A (t )满足引理 l 的所有条件
, g (t) 是一个

,
维连续的 , 周期函数

,

则系统 (1 3 )具有

唯一的 , 周期解 x (t )
,

且它满足

X (: ) 一

卫
_ X (, )X 一 (·)g ‘·, d一

(14 )

其中 X (t )是系统 (2 )的一个基本解矩阵
.

证明 (i ) 先证式(14 )的右边是有界的

存在着一个正常数 M 使得 }1 9 (t )l }《M.

.

事实上
,

因为 g (t )是一个连续的 , 周期函数
,

故

由弓,理 1 得到 一(: ) }. 、
工

_ :}X (, )X 一 (·) }}
·

.! g (·) ,. d
·
、
嵘

_ , 一
p
卜

·‘卜
·))d一”‘a

,

即 X (, )是有
黝

·

“‘, 直接
麟

式‘1 4 ,

的两边可知 x (t )是系统 (13 )的一个解
.

(ii i) 证明 x (t + 动 = x (t )
.

因为系统 (2) 是周期系统
,

故有 X (t + 。 )X 一‘(: + 。) = X (t)X 一 ‘(: )
.

于是
,

我们有

X (, + 。
卜仁

X (, + 。)X 一 (·)‘(·, d ·

二 卫
_ X (, + 。 )X 一 (· + 。)‘ (· + 。)‘·

一

卫
_ ,

即 x (t )是系统 (1 3 )的 , 周期解
.

(iv )

, 周期解
.

引理 3 证毕
.

(t ) X 一1 (r )g (r )d r = x (t)
,

因为系统 (2) 满足指数型二分性
,

故系统 (1 3 )具有唯一的

3 定理的证明

3. 1 定理 1 的证明

设 c 一(V (‘) IV (‘)是 R 上的
n
维连续的 ‘周期函数 }

,

则 C 在范数 11V 11一裂思《I, V (‘)
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}} }下是 B a n ac h 空间
.

对任意的 V e C
,

考虑下列周期系统

d x

芋 ~ A (t )x + f (t
,

V (t) )
.

d t
- ‘ 二 、, ,

~

由定理的条件及引理 3 可知
,

系统 (1 5 )具有唯一的 , 周期解

(1 5 )

X · (, ) 一

J’--
_ X (, )X 一 (·), (一 V (5 ))“

,

(16 )

其中 X (t )是系统 (2 )的基本解方阵
.

现在定义算子 F
:
C --. 问心 如下

FV (t) = x ; (t )
,

V V 任 C
,

(1 7 )

易见算子 F 的不动点就是方程 (l) 的 , 周期解
.

为了利用 sc ha
u
de

r
不动点定理

,

我们需证在 C 中存在着一个紧子集 Y 使得 F
:
Y

一
Y

是一个全连续算子
.

下面将证明这一点
.

记 Y . = (V }V e C 且 }}V “《m }
,

其中 m 为自然数
.

(l) 先证存在着自然数 m
。 ,

使得 F
:
Y礼一Y-

。
·

用反证法
,

若不然
,

对任意的自然数 1n, 都

存在着 V . 任Y , ,

使得 1{F V ,
}I》 ,

.

于是
,

由定理的条件及引理 1
,

2 有

: F V
,
(: ) !. 、

J’--
_ .! X (, )X 一 (· ) .} 二 ! r (一 V , (·) : d·

、 ,
卫

_ 一p (
一

(,

一
)) : r (一 V , (·)) : ‘

5

一 ,
葱J:二艺

+ :》

⋯
p‘一

“
一

, , ”“一‘
·‘·” ”‘

·

、 ,
烹一 J:二二

: ).

,, f ‘一 V , ‘·, , ,, ‘
·

一 ,
烹一 丁:

,, f ‘一凡‘·, ” , ‘
·

= r畏二 丁:
,, f“

,

V- ‘·, ”, ‘
’·

(1 8)

因此

lim
. 峥+ .

11F V . (t) 11
户儿

夕
l 一 e 一 .

二嗽六知f(s,
v , (s ” ‘, ‘s.

于是由节 1 定理 l(b )的公式得

1im
. , + 伪

11F V
.
(t ) 11

”忿

夕
1 一 e 一 .

l 一 e

夕

即当 m 充分大时
,

!}F V- fl < m
.

这就与 !}F V .
“》 m 相矛盾

.

因此存在着一个自然数 m
。

使得 g: y ·。

一
丫, 。

·

(幻 下面证明《FY
. 。}关于 c 是一个紧子集

·

因为 尸Y
. 。

C Y
. 。 ,

所以 <F丫
. 。

}是一致有界的
·

设 R , 。~ {x ! x 任R
‘ ,

11 x ll《m
。

). 因为 f (t
, x )在有界闭集 [0

,

司 又R
. 。

上是连续的
,

故可设

b = s u p 毛Ilf (t
, x ) 11 1(t

, x ) e [ o
,
“〕x R

. 。

}
·

因为 “A (t ) ”《K 且对任意的 V e Y . 。 ,

11 F V ”《m 。 ,

又
dF V (t)

d t
= A (t )F V (t) + f (t

,

V

(t ))
,

所以有 }}
d FV (t)

d t 簇 llA (t ) I卜 IlgV (t) It+ }If (t ,

V (t )) 11《尺从
。

+ b
.

因此
,

<FY-
。

}
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是等度连续的
·

于是由A sc ol i
一
A rz el 。

定理知 <FY
. 。

}是一个紧子集
·

(3 ) 下面证明 F :

Y-
。

一
Y
· 。

·

是”个连续算子
·

对任意的 V ; ,

V : 〔Y
一。 ,

有

g V
I
(, ) 一 F V

:
(, ) 一

Tt--声
(, )X 一 (·)二(·

,

v
:
(· )) 一 , (5 ,

v : (·) )〕d二 (1 9 )

因此由式 (18 )和 (1 9 )得

F V
,
(t ) 一 F V : (t) }} (

夕
1 一 e 一 . J:

}. , (一 V ! ‘·, , 一 f ‘一 V
Z
‘·, , ,,“

·

‘2 0 ,

因为 f (t
, x )在有界闭集 [o

,

司 x R
. 。

上是一致连续的
,

故当 llV
: 一 V :

11
一

o 时
,

Ilf (s ,

V :

(s ) )一f (s ,

V : (s )) 11
ee

o 对
s e 〔o

,
。〕上一致成立

,

从而有 11F V
:
一 F V Z

[I
一

o
·

即 F
:

Y-
。

一
y

. 。
·

是连续的
·

综上所述
,

F : Y、

一乙
。

是一个全连续算子
·

因此由 S o ha
ud er 不动点定理得到 F 在 Y-

。

中至少具有一个不动点
,

即系统 (1) 至少具有一个 , 周期解
.

定理 1 证毕
.

3
.

2 定理 2 的证明

由引理 3 得到系统

d x

万丁 一 六 Lt )x 一 J 吸t
,
U ) ,

U 否

(2 1 )

具有唯一的 , 周期解 x 。
(t )

,

它可表示为

x0 (, ) 一

卫
_ X (, )X 一 (·)f ‘一。)“

·

(2 2 )

一般地
,

下列周期系统

d x , + -

d t
= A (t )x-

+ :

+ 厂(t
,

‘ (t ) ) (m = o
,

l
,

2
,

⋯ )
,

具有唯一的 , 周期解 介
+ ,

(t )
,

它可表

示为

二一 (, ) 一

且
_ X (: )X 一(5 ), (一

, (·))‘5 (m 一 。
,

l
,

2
,

⋯
(2 3 )

设 乙一
s u p { l}x

, + :
(t卜介 (t ) 11 }

,

m 一 。
,

l
,

2
,

⋯
,

则由定理的条件得
O喊 ,

《 .

二一 (, )一
, (, ) }.、

[t--
_ ., 二 (, )x 一 (·) }

⋯
} , (·

,

二 (·) 一 , (‘
,

二
一 :

(‘) ) }. d
s

、 ,
Jl

_ 二 p (一(: 一
))

·

;
·

,}二 (· ) 一 二
一1 (5 ) ,}d

·

簇 ”L
·

L一l
‘_ _ 以p 、

一
、:

一
) ) d

·

_
,

肛
、 _

r

~ 气

—
, . 止J . 一 1

·

口

.u.
。。 ,

/
,

肛
、 ,

二
、

、 、
、

二
, 、

小。
,

/
,

肛
、 , ,

山 , 。 , L夕 ,
,

二
.
u , , , . 、 、

、
.

此即 L
·

镇 (管 )
·

‘
一卜 由这个递推公式得 ‘《 (管)’

·

L0
·

由于 。< 誉< l
,

因此 (二 (t )}对 ‘

e R 是一致收敛的
.

故可设 h m x , (t )= x (t )对 t任R 一致成立的
.

因为《x
,
(t )}是连续的 ,

. ~ + ,

周期函数
,

故 x (t) 也是连续的 , 周期函数
.

从式 (23) 的两边取极限得

X (: ) 一

工
_ X (: )X 一 (5 ), (·

, X (5 ))d二
(2 4 )

由式 (2 4 )的右边可知 x (t) 是连续可微的
,

所以直接微分式(2 4) 的两边可知 x (t) 是系统 (1) 的
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解
,

即系统 (1) 至少存在一个 , 周期解
.

设 x (t )和 y (t )是系统 (1) 的两个不同的解
.

取 以 t) ‘ x (t )一y (t )
,

则有
du (t)

d t
= A (t )u (t )+

二(, , X (, ) )一r (, ,
, (, ) )〕

·

因此有
· (, )一X (, )一 +

孔
X (i) X 一 (‘)二(‘

,

X (·)) 一 r (一 , (·))〕d二

· (: ) .! 、 }. X (, ) ⋯ }一, +

且
。X (: )X 一 (5 ) ,二 !. 二 (一 (·)) 一 了(万

, , (·) )〕: ‘二

u 。

1l
e

u (s ) }

一 +

且
床X p (

一
(t
一

) )
·

‘
·

11

ld
:

.

又由 Be ll m a n
不等式

‘幻 得到
e尽

而p产从簇
八卜几

}!
“ (t) }} ( 夕}}

u 。

1}

因为
a 一夕L > O

,

故从式 (2 4) 可知
:

当 t~ + oo 时
,

的且是唯一的
.

定理 2 证毕
.

u (s ) }}d
s

.

所以
e ‘

1}
u (t ) 1} 《 夕!}

。。
}! + 肚

I}
u (t ) 11 ( 夕I.

u 。

I}
ex p 伊)

,

此即

e x P (一 (a 一 夕)
.

(2 5 )

!}
。 (t ) 1}
一

0
.

因此系统 (1 )的周期解是稳定
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