
第 15 卷 第 3 期

19 9 4 年 7 月

华 侨 大 学 学 报 ( 自然 科 学 版 )

Jo u rn
a l o fH u a q iao U n iv e r s ity (N a tu r a l Sc ienc e )

V o l
.

15 N o
.

3

J
u l

.

1 9 9 4

二指标较关于停点的停止定理
‘

陈 金 龙

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1 )

摘要 介绍各种二指标软关于停点
、

强停点的停止定理
,

主要结果有弱鞍
、

强软关于停点
、

强停点

的停止定理
.

关锐词 停点
,

强停点
,

强软
,

弱较
,

较

分类号 0 2 1 1
·

6

单指标的停时推广到多指标的停点
,

有很多性质不能保持
,

主要是由于 R +
是全序集而

R 牛是偏序集
.

在停时理论中
,

若 T : ,

T :
为停时

,

则 T : A T : ,

T : V T
:

仍为停时
;
对二指标停点

,

T : 八T :
则不一定为停点

.

因此
,

造成二指标的停点理论与单指标的停时理论有很多不同点
.

在单指标里
,

停时 T 满足 <T ) z} e j犷
. ,

而在二指标里停点一般不满足 (T ) z} e j犷
: .

根据不

同情况
,

可以分为两种不同停点
:

停点和强停点
.

它们的关系文〔O 已作了论证
,

其中强停点的

很多性质与单指标的停时很类似
·

由于二指标 :
气弱较

、

较和强软三种不同形式
,

故相应的停止

定理也有三种
.

对一般偏序较的停止定理
,

文〔幻已作了详述
,

即它的形式与单指标完全一致
.

本文主要介绍弱软和强较形式的停止定理
.

在单指标中
,

软关于停时的停止仍为较
;
在二指标

软中也有类似性质
.

此外
,

还将证明在强停点下
,

弱较和强较的停止仍为弱较和强较
.

1 停点及其基本性质

先引进下面假设与记号
.

设
z : ~ (s : ,

t , )
, z :

一 (s
: ,

t: )
, 2 1 , z : e 天牛

,

并规定
“

《
”

与
“

)
”
的

关系
: z ,

(
z :
片

s :
(

s : , t :
簇t : ; z : < 2 2

骨
s :

<
s : , t; < t : ; z : A z : = (m in (s ; , : : )

,

m in (t : , t : )) , z , V z :

= (m a x (s : , s : )
,

m a x (t
l ,

t: ))
.

设 (。
,

g
,

p )是一完备概率空间
,

(乳)
二。 , 车是 了 的单调上升的

子 a-- 域族
,

它满足通常条件及 (了
.
)条件

.

对
z 任天牛来说

,

可令 g 里~ 了丢一 V j犷‘ ,

了圣~ 夕了于
》

o

一 V j犷奋
, j犷J = 了盖V 梦士

.

,
》

o

定义 1 映射 口~ 天牛称为停点
,

若对任意
z e 及牛

,

有《T 《z} e 了诬
;
若任意

z 任天牛
,

有 {T )
z } e

l

笋
. ,

则称 T 为强停点
.

由文〔1〕知
,

强停点必为停点
.

定义 2 设 T 为停点
,

T ~ (T
, ,

T : )
.

定义
: 多几 ~ (A e j犷

,

A 门(T 簇z) 任萝认
,

V z e 天牛} ;

, 飞= {A 任笋
,

A 门(Ti 成
, ) e 了忘

,

V : 任天+ }.

‘ 本文 1 9 93
一

10
一
1 9 收到
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命题 I T : D ‘灭军
,

T = (T : ,

T : )
,

则 T 为停点须 当且仅当 T
,

为 (j犷
‘
)停时

,

且 界 关于

式
;一

可测 (, = 1
,

2)
.

命题 2 映射 T
:
O一灭牛

,

T 为停点须当且仅当〔T 〕任G (即 T 的图为可选 d- 域 )
.

命胭 3 设 T 为停点
,

则 笋气n 了手
:
= j孔

.

命题 4 若 T
; ,

T
:

为停点
,

则 T
,

V T
:

为停点
;
若 T

: ,
T :
为强停点

,

则 T
,

A T
:

为强停点
.

以上几个命题由定义即可推得
.

命理 5 若 S
,

T 为强停点
,

S ~ (S : ,

S : )
,

T = (T : ,

T : )
,

则 (S
, ,

T : )为强停点
.

证 由于 S 为强停点
,

当且仅当 S 为停点
,

且 S : 任 j犷若
,
S : e 了合

.

V z 任及牛
,

有咬(S
, ,

T : )》
z }= 丈S

,

)
z ;

}门 {T :
)

z : } ;
由于 毛S

:
)

z ;

} e 积
1 ,

{T :
》

z :

} e 了丢C= j犷乙
, ,

故 ((S : ,

T
:
)〕

z }e

裂
: 同理可证

,

{(S
: ,

T : ))
二 }任界

: ,

所以 {(Sl
,

T : )》z} e 裂
,

n 了里
:
~ j气

.

命题 ‘ 设 S = (S
, ,

S
:
)

,

T 一 (T
: ,

T : )为停点
,

且 S A T 也为停点
,

则有 萝
‘
门j犷丁 = j犷占。T.

证 由于 S A T 为停点
,

且 S A T 镇S
,

S A T 《T
,

故 j犷占‘T
C了3n 了分

.

反之
,

V A 任
.

岁飞

门了全
,

则 A 任了飞
: ; T :

门g 熟~
群

: ‘
Tz’ 由命题 l 可得 (S

:

A T
:

石
z : } e群

: , T : ,

v z ;
任灭+ ,

故

V z e 天牛
, z = (z : , z :

)
,

A 门(S A T 成
z ) = A 门(S

:
A T

:

《
2 1

)门(S : A T :
簇

z : ) e 了三
二

同理可证
,

A 门(S A T 簇
二 ) e j 犷孟

,
·

因此
,

A 门(S A T 《
二 ) e 了乙

,

n 月
:
= 只

,

所以 A 任

了3人T ,

了3门j犷全c 岁毖
, T

.

命题成立
.

当 S
,

T 为强停点时
,

5 A T 为停点
,

故有 j犷占。T = 了
‘
n

了分
.

2 较关于停点的停止定理
协

为研究软关于停点的停止定理
,

采用类似于单指标的方法
,

先研究离散情形
,

然后过渡到

连续型
.

若 T 为取值于 刃牛的停点
,

则停点的定义等价于
:

<T ~ d} 任j犷奋
,

V d e 刀牛
; j犷r -

弋A 任
,

夕
,

,

A n (T ~ d )任夕奋
,

V d 任刃牛}
.

引理 1 º 设 (X
:

) * 碑为 Q 十 +
连续的较

,

S
,

T 为停点
,

且 S ( T ,

则 E 〔X
二 }式〕一Xs (a

·

s )
.

推论 若 (凡 )t 。碑为 Q 十十 一

连续较
,

S, T’为强停点
,

且 S 一 (s
, , S : ), T 一 ( T , , T : ) , S ( T ,

则有 E [ X s .
几 l了3〕~ X : ( a

·

s )
·

E 〔X 几s :

!了3」= 兀 ( a
.

s )
·

引理 2 设 (X
.

)
·。
帐秧

, S 一 (Sl
,

T : ), T 一 (Tl
, T Z )为取值于 刃车上的停点

,

且 S《T ,

则有
E [X s ,二 :

l乳 ] = X s ( a
·

s ) , E [X 二 , s :

I式 ] 一XS ( a
·

s )
·

证 V A e
乳

,

E 〔I
,

Xs
, 二 :

〕一子E 〔I
, X : :二: I ( : , 一。〕一于E [ I

, n ( : : 一‘)

寿
:

〕
·

由于 S 为 (式 )停点
,

故 S ,

为 (了 )停时
,

且 (S
, = d ) 任群

: ,

所以 A 门(S
:
一d ) e 群

: ·

对固

定 d , ( X ‘ ,

群
, s 任万+ )为较

,

由 D o o b 停止定理得 E [ X d T : I烈〕= X d s : ,

故 E [I AX 。,乓 ] =

于E〔I
, n (。, 一‘)

寿
:

〕= 于E〔I
, n ( : , 一 ‘)

寿
:

] 一E [ I , X s
〕

·

即得 E〔X
: : 二:

I丸] 一 X : ( a , s )
·

同理可证
, E 〔X丫

:

}j犷￡〕~ 凡 (a
, s )

·

引理 2 比引理 1 更进一步
,

因为在引理 2 中 (S : ,

几 ),

(T : , S : )不一定为停点
.

定理 1 设 (X
二

) * 巩为 (只 ). 。
帐软

,

S 簇T 为定义在矶上的停点
,

则有 E 〔X (〕S
, T ]) }

了‘〕= 0
.
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证 由于
,

X (〕S
,

T 〕)= X : 一XS
, 二 :

一X 二 15 :

+ XT
,

故 E [X (]S
,

T 〕) Ij犷3〕= E 〔X
s一 XS 占一

XT
, ‘:

+ X : I梦3〕= X 。一X 。一凡 + X 。一o

下面把定理 1 推广到连续参数情形
.

由上面证明可知
,

只要引理 2 对连续参数成立即可
.

引理 3 设 (X
:

声犷
. , z 〔及牛)为 有 界鞍

,

S 一 (S
: ,

S : )
,

T ~ (T : ,

T : )为停点
,

且 S ( T
,

则

E 〔X
s , r :

l式〕= X s ,

E [Xr
, s :

l乳〕
一兀

·

证 这里只证第一个式子
.

令

fI[ 宁。
‘

<

翻
+ ‘一 ,‘二 ~ co }

,

知宁
‘ T

‘

<
云〕+ (co )I 丈T

‘
一 co }

,

则 S
‘
(n )

,

T
‘
(n ) 为 (j犷

‘
)停时

,

易证
:
T ‘. , = (T I

”, ,

T 毛
”, )

,

S ‘”, = (5 1
”, ,

S犷
, )为停点

,

且 T二
” ,
令T

,

S二
“,
告S

,

S “ ,
簇 T ‘”,

.

对一切自然数
九 ,

令 D一 、
奇

,

奋
)

, * , , -
0

,

1
,

⋯
,

co }
,

则 (X
二

)
·。气为怡犷

.

)
·。气软

·

由引理 2

知 E 〔兀;
·)

诊
,

Ij犷3
《‘
〕~ 戈(.) ,

即 v A 任j犷占C 了占佃
·

从而有

J
,

x ·:一;一 ‘, 一

I
,

Xs
《一 ‘,

·

(1 )

由 X 右连续性得 }兜X s1’
)

吟
,
= Xs

l、 ,

纽X 户
,
= X ‘

·

由 X 有界
,

利用控制收敛定理
,

让式 (1 )中

·

一
贝‘得
丁

,

X ‘,二‘, 一

丁
,

二‘,
,

即 E 〔X
‘,· :

.。〕一 xs
.

定理 2 设 (X
二

声气
, z e 天牛)是 Q + +

连续的 乙 10 9 + L 有界较
,

S = (S : ,

S : )
,

T = (T , ,

T : )

为停点
,

且 S成T
,

则有 E 〔X (〕S
,

T 〕)I
.

夕去」= 0.

下面讨论弱较和强较的停止定理
,

先证明一个引理
.

引理 4 设M 是 Q 十十
连续的 1一较

,

T
l ,

S
:

是 (了
‘
)停时

,

且 S
:

蕊T
: ,

5
2

是
.

夕飞
:

可测随机变

量
,

则有 E 〔场
. 5 :

卜了丢
1

〕一Ms
: s :

·

证 先设 S :
是离散的

,

v A e 了丢
: ,

因 [S
: 一门任了丢

, ,

故 A 门 {5
2
~ l} 任g 丢

1
·

由单指标

D 。。b 停止定理
,

得 F岭 :s d , 一 : { 肠.,d , 一 : { 风
,

,
一 {Ms

,

s. dp
.

故 : :
离散

J A
. 山 1 J A n (S一

I)
’

I J 通n (S , 一I)
’

J A

时
,

有 E〔X邓
:

}了丢
:

〕~ Ms ls :
·

由于 M 是 Q + 十
一连续的

,

利用引理 3 的方法即可得到所证明的

结论
.

定理 3 设 (X
二

). 。帐是 L 10 9 + L 有界弱鞍
,

S 一 (S
: ,

S
:
)为停点

,

T ~ (T ; ,

T
:
)为强停点

,

且

S簇T
,

则有 E 〔X (〕S
,

T 」)I j犷s
」一 0.

证 由于 X 为弱鞍
,

故 X ~ M + N
‘

其中
,

M 为 1
一

鞍
,

N 为 2
一

鞍
.

所以
,

E 【X (」S
,

T 〕)l
j犷3〕~ E 〔M (〕S

,

T 〕) }F
s
〕+ E [ N (] S

,

T ] )卜夕讼〕
.

由文〔3〕得 E 〔M (]S
,

T 〕) 卜罗3〕= E [M (js
,

T 〕)l 了丢
:

!萝落
:

〕
,

M (]S
,

Tj )一Ms 一Ms
l几一桥

ls :

+ 桥
.

由于 Ms 为料
,
一可测

,

T
:
e 了志仁

料
: ,

故 Ms
l二:

任玛
,

.

则由引理 4 ,

有 E 〔M (〕S
,

T 〕)I g 丢
,

〕~ E 〔Ms 一风
1几一肠

, s :

+ MT }料
,

〕

一Ms 一从
, T :
一 E〔桥

1 5 :

}科
,

〕+ E 〔场 }式
,

〕~ Ms 一Ms
, T :
一Ms 十Ms

,二 :
~ 0.

因此得 E 〔M (〕S
,

T ] ) I料
,

l玛
:

卜 E [M (] S
,

T 〕) l凡 j‘ 0
.

同理可证 E [N (js
,

T 〕) l

了3〕一 0
.

因此
,

本定理成立
.
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定理 4 设 (X
·

). 。碑为 (式)
‘。帐 的 L log L +

有界强较
,

且 (界 )满足 (了
, )条件

,

S 一 (S
, ,

S
:
)为停点

,

T ~ (T 、,

T : )为强停点
,

且 S簇T ;
则有 E 〔M (〕S

,

T 〕)I 了咨〕= 0.

证 由定理 3 证明过 程知
,

E 〔X (] S
,

T 〕) I了丢
,

] = o
,

E [X (〕S
,

T J) l了考
:

〕= 0
·

由(乳 )条

件成立
,

可推知
:

科
,

与了丢
:

局部可比较
·

故 E 〔X (〕S
,

T ] ) Ij犷窟」一E 〔X (〕S
,

T 〕) 49 丢
,

v群
:

〕

= E 〔X (] S
,

T ] ) I了王
,

] + E 〔X (〕S
,

T 〕) I了考
:

〕一E 〔X (〕S
,

T 〕) Ij 犷3」= o
·

定理 5 设 (X
二

)* 旅 是 Q 十十 一连续有界弱较
,

T 为强停点
,

则 (X
二

)* 碑关于 T 的停止

(X 介
二。旅仍为弱较 (这里

,

盯一寿
, 二

)
.

证 利用引理 4 ,

采用类似于定理 3 的方法易证 V z : , z Z e 灭导(z
;

镇
z :

)
,

则有 E 〔X T( 〕
z , ,

z :
〕) l乳

,

〕= o
·

定理 6 设 (X
二

). 。岭是 L fo g L +
有界强较

,

且满足 (了
。
) 条件

,

则 (X D
二。碑为 (乳 ) 强较

·

其中 T 为强停点
.

证 类似于定理 4
·

令 T 一 (T
; ,

T
Z
)

, z :
二 (s : , t ;

)簇
z :

~ (s : , ‘2
)

,

则 X T (〕
z : , z :

〕)= X石
, ,

一

双
, :
一 X几

, ,

+ 双
t :
一 X

: , 。T l 一1 , T :
一X

, , ‘T 尸
: 。T :

一X
, : , T l 一, , T :

+ X
: : ‘T尸

: 人二 :
·

由于 T 为强停点
,

故

T Z任 g 忍仁裂
,

所以 T
:
八t :

任
界

·

由此得 X,
1 ‘T ,

.
, , 。T :

任 g 粼
,

戈
, 。T ,

. : : ‘T :
任了l

,
·

由引理 4, 得

E [ X
: : 人几 一 , ; 二 :

l了六〕一 E 〔X
: : 。二: 一 , , 二 :

l界 l界
.

〕一 E 〔X
·: ‘二 , 一 , , 二 :

I月
, ‘ , ,

卜 X
: , * T ,

, , , 。T :
一 X天

, :
一

双
·

即 E [双
, 1

1了六〕= X 乏
·

同理可证
,

E 〔双
, :

I了乳」一 X百
, :

·

因此
,

E [丫 (]
z : , 2 2

] ) I积
,

〕一 o ;

同理
,

E [X
T (]

z 、, 2 2

] ) l群
,

〕= o
·

由 (g
。
)条件

,

可得 E 〔了 (〕
z : , z :

j) Ig .’, 〕一 o ,

即 (叮 )为强

较
.
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