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新一类各向异性叠层板弯曲近似方程
’

林 福 泳

(华侨大学机械工程系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 利用初始函数法
,

提出一种类似三阶位移模型的板弯曲方程新模型
.

本模型对应力和位移不

作任何假设并考虑到层间应力和位移的连续性
,

它不包含任何模型误差
,

只含有近似阶误差
.

计算

表明
,

它较三阶位移模型有更好的精度
.

关键词 各向异性
,

初始函数
,

板弯曲
,

应力
,

位移

分类号 T H 1 2 3. 4

由于复合材料层合板呈现层性和各向异性
,

因而需要发展一些合适的计算模型
.

当前关

于层合板的弯曲计算模型
,

大致可以分成三类
.

(1) 位移模型
.

包括经典板壳理论
.

Mi
n

dli
n

R ei ss ne r
直法线理论和各种高阶位移理论

.

它通常只作位移假设而未考虑层间的应力连续条

件
,

因此对计算层间应力的计算精度较差
.

对此
,

近有文
〔3

·

心〕
提出一些改进

,

已有较好的计算精

度
.

(2 )混和模型
.

它采用层 间应力和位移作为基本参量
,

用初始函数法导 出
·

由于是直接用

弹性力学方法而不作任何假设地导 出
,

因此
,

其计算结果有很高的精度
.

〔5〕
.

但它没有导出衡

分方程的显式
,

对于一般的边界条件不能很好地适用
.

(3) 分层单独建模
.

这类模型计算精度

较高
,

但计算工作量随层数增加而成倍地增加
.

本文采用文〔l〕
,

〔2〕的方法建模
,

并将其推广

到各种类型的叠层和一般的曲线边界条件
.

1 基本公式

1
.

1 单层情况

对于每个单层
,

可取材料主方向的三个位移分量酬
‘ ,

vl
‘ ,

Wl
‘

和三个应力分量砂
: : , 砂 , , 已‘ ,

护 ‘ ,

坐标轴方向的三个位移分量 u ‘, V ‘ ,

讯和三个应力分量 几“ ,

,
,

‘
.

为了方便起见
,

我们将它

们的分量记为夕 ‘

和 6 ‘ ,

并用
: ‘

代替
。‘ , : ‘

代替“
,

Y ‘

代替 ,
.

按弹性力学关系
,

有

J _
.

二二~
O“

虎
~ Iy

‘6 , ‘
.

由微分方程理论可知

6 ‘.

= 〔I + 刀
‘: 十 (Iy

‘: )
召

/ 2 ! + (Iy
‘: ) 3 / 3 ! + ⋯〕6

, ‘
= H

, ‘6“(0 )
.

(1 )

将式 (1) 变换到坐标轴方向
,

设材料主轴 (才
,

犷)到坐标轴(x
,

妇的变换矩阵为u , ,

而材料主轴到

坐标主轴方向的夹角为缸图 l)
,

则有

,
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H
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.

其中
,

U万是U ‘

的逆矩阵
,

H
‘
= U ‘ ·

H
, ‘

研
一U

‘

〔I + Iy
‘: + (Iy

‘: )
2

/ 2 ! + (Iy
. 2 )

3
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,

1
.

2 必层的基本方程

叠层具有层与层之间应力和位移的连续性
,

因此可得
〔。

夕一 ‘一 1

改 一 。
‘
(二 ) n H j(h, )‘

;
(o )

,

图 l 材料主轴与坐标

主轴关系图
(2 )

注 意取每一层最底部的基本参量 6 为创 0)
.

数展开并取 O(h
‘
)

,

则可得

若对式 (2 )中F ‘
(: ‘)一“

‘
(二 )且 。

,

(* , )用、*lo r
级

J. l
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j

二
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.
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.
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式中
,

从为肴
.

现考虑两种特别分布的叠层
:
(a) 叠层排列为对称时

,

取中间层为 1 层其厚度的一

半为 h, ,

在初始参量中取乃
, y乙和 W舀都不等于零

,

其余为零
.

这时上下两个表面边界条件可写

成

{
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万
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5
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+十

以上各式的常数
,

可用计算机很方便地推导出来
.

(b) 叠层排列为不对称时
,

取最底层为 l 层并

取底部的位移不为零
,

而应力为零
,

则上表面的边界条件为
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,
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。

习*-l

以上各系数可以用计算机方便地求出
.

3 各层的应力和内力
,

边界条件

对于材料主轴方向的应力有
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因此
,
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式中内力若是考虑对称排列的叠层板则剩以 2
.

对于边界条件为方便起见
,

可将应力边界条件

与位移边界条件对应考虑
.

因此
,

有对称的情况为口~ T . ,
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.

2 实例

现计算图 2 所示的矩形板弯曲问题
.

假定板是四边

简支
,

并且板 中每层材料均相 同
,

都是在一个方向加强

的 材料
.

其弹性常 数为 E ,
一 25 E 2 ,

Gl
:
一 0. 5 E 2 ,

G 2 3
一

0
.

ZE : ,

叭 :
~

。2 3
~ 0

.

25
;
板面上工作用的载荷为 Fz 一 qo co s

竺co ,

毕
;
应 力和挠度取无量纲 为

,

a -

一 b
’

一 ~
’n “ “

~
一
协 ‘ “ ~ ” “

~
·

图 2 板的生标位置图

评 一 (诚3E
2

/ qo 砂 ) X

经计算
,

结果如附表所示
.

附表

1 0 , , 二 :

= , 二 :

(0
,

吞/ 2
,

0 )无/ a q 。
,

乓
:

一 , , :

(a / 2 , 0
,

0 )h / 叫
。

.

b ~ 3a 三层叠层板 (0
。

/ 90
。

/0
。

)计算结果表

S = a
/ h 来源

三维弹性
〔幻

本文

R ed d y c‘〕

文献
〔5 )

三维弹性 〔3 ,

本文

R ed d y (4 〕

文献
〔5 )

三维弹性
〔3 〕

本文

2
.

8 2

2
.

8 4

2
.

6 4

2
.

7 4

0
.

9 1 9

0
.

9 1 9

0
.

3 5 1

0
.

3 5 3

0
.

2 7 2

0
.

3 2 6

0
.

4 2 0

0
.

4 2 0

0
.

0 3 3 4

0
.

0 3 3 6

0
.

0 3 4 8

0
.

0 3 1

0
.

0 1 5 2

0
.

0 1 5 2

0
.

8 6 2 0
。

2 8 6 0
.

0 17 0

0
.

9 1 9 0
.

4 1 7 0
.

0 1 4 8

0
.

5 0 8 0
.

4 3 9 0
.

0 1 0 8

0
.

5 0 8 0
.

4 3 9 0
.

0 1 0 8
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附表(续)

S = a
/ h 来源

1 00 R ed d y 〔‘〕

文献
(5 ,

0
.

5 0 7

0
.

5 0 8

0
.

2 8 9

0
.

4 3 8

0
.

0 12 9

0 0 1 0 8

3 结论和推广

本方法从计算精度看有相当好的精密度
.

由于所导 出的方程组是椭圆方程组
,

因此可望

在此基础上建立有限元方法
.

同时可以应用特解
,

用边界元素法求解
.
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