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一类矩阵的迭代法的误差检验
’

王 子 丁

华侨大学系管理信息科学
,

泉州

摘要 讨论使用迭代法解线性代数方程组的误差检验间题 并给出使用迭代法解偏微分方程数

值解的误差检验的例子
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,

迭代法
,
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分类号
·

在用有限差分法或用有限元法求解偏微分方程的数值解时
,

最后出现为线性代数方程组
,

其中 一 。 是 阶矩阵
, ,

是 维向量
,

并且都是实数
·

我们使用迭代格式
奋 ‘ ‘ ,

进行迭代求解
,

其中 是一个 又 阶矩阵
,

称为迭代矩阵
,

是 已知向量
, ‘幻是第 次迭代

解
,

而 “ ‘
。 ,
是任意选定的初始向量

设 “是 的精确解
,

定义误差向量

‘ 奋 奋 一
,

对于事先给定的精确度要求 。
,

按道理应该使 尹 , 。时
,

迭代过程为终结
,

此时
, “‘幻为

所得满足精确度要求的近似解 其中
·

表示
· 。 ,

但是由于 是未知的
,

所以 尹 ,也不

可能知道的 通常
,

判断迭代过程的终结
,

有如下办法
,

设残余向量

占‘ 二 一 介 ,

在一般计算方法中
,

根据在 不太接近于 的情况下
,

有误差公式 〔
‘ ,

一 , 、耀界断
,

得出判断迭代终结的公式
‘奋 , 。

这里相当于用 的 。代替 尹 , 。作为判断迭代终结的条件
,

并取 ‘奋 ’作为方程组

的满足精度要求的近似解 然而
,

我们在使用迭代法求解偏微分方程数值解时
,

发现用判

断公式 所得的近似解与精确解比较
,

误差并不小于 。 例略

本文先讨论在系数矩阵严格对角占优的情况下
,

迭代的误差检验
,

然后对求解偏微

今 本文 一
一 一

收到
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、,产、产口‘︵衬︸了‘、了
、

分方程数值解的 迭代法推导出误差检验公式
,

并就实际例子给出实用检验公式

矩阵 严格对角占优的情况

使用分裂法进行迭代求解
,

对于分裂 一
,

建立迭代格式
奋 ‘ 奋 , 十

,

一 一‘ , 一 ’

当迭代收敛时
,

得

石一 石
,

由式
,

可得
奋 盛 一 泛 , 奋 一 汤

一 一 ‘介 , 一 石一 一 “介 , ,

即
‘ 奋 一 一 ’ 汤 ,

一 一 ’ 一‘ 一 一 一 一 一

一 一 一 一 一 一

把 代入 得
。‘奋 , 簇 一‘ · ‘奋 ,

为了下面讨论
,

先列出文 〔 〕中引理

引理 若矩 一
‘ , ,

一 , 均为 阶方阵
,

为严格对角占优阵
,

则有

艺送乏
一 ’ 簇

夕‘‘

‘ 、 一

设 中矩阵 具有严格对角占优
,

即有

,
“

三
‘ ,

‘一 ’
,

“ ,

一
”

·

并设 一 一 一
,

其中 一
,

和 分别是严格下
、

上三角矩阵

迭代方法的误差检验 迭代方法是取
,

的一种分裂方法
,

这时
,

迭代矩阵 一 一‘ 一 有如下

定理 若式 中的系数矩阵 一
、, 具有严格对角占优

,

对给定精度要求 。
, 。

迭代的误差检验公式为
奋 ,

,

“

‘ ,

一 艺
矛护

证明 取 一 代入式
,

得

“几 , 成 一 , · ‘盛 ,

再由引理
,

取
,

代入
,

得
“ 、 ,

, ‘、 , “ 、

一 ’ 乏头 尸一下一一一二于下兮一万 ’
一 ’

‘ 一 ‘
笋

‘,并
,

由式 即可得出

这样当迭代过程满足 时
,

误差检验确保精确度的要求
,

即有 尹 , 。

在式 中系数矩阵 严格对角占优的情况
,

应用分裂法 一
,

建立迭代格式
,
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利用式 和引理 可以推导其他迭代法
,

例如 迭代法
、

迭代法等
,

类似 的误

差检验公式

用迭代法求偏微分方程数值解的误差检验

乃

,压

,翎

月

俄么
厂、,

一一

设式 中系数矩阵

此外

「

一 月

”
’‘
一

⋯

、

一 夕

「一 ‘

一
一

⋯
’ ”

’‘

一
’

一习
」

「一 古 飞
一

”‘

一

⋯
⋯⋯

一 引

其中
, 、 , 二‘ , , ‘

对应的 分别为 一
, ,

一 一
, ,

⋯
, , ,

一 一
,

夕
, ,

占
,

“十夕十 十古一

由文 〔 〕知
,

矩阵 的 矩阵 具有 个线性无关特征向量
,

且 是相容次序矩

阵
,

其相容次序向量为
杭 , ,

⋯
, , , ,

⋯
, ,

⋯
, ,

⋯
,

一

以矩阵 为系数矩阵的方程组
,

其 。。 迭代和 迭代矩阵的特征值 产和 又满足关系

又 田 一 田 产 几
,

且 迭代矩阵 也有 个线性无关特征向量
,

其中 。 为松驰因子 由此

犷
,

七 一 〔。产
‘ 士 丫

。 对 一 。 一 〕
,

其中 , 一
, ,

⋯
, , , 一

采用 迭代法求解以矩阵 为系数矩阵的方程组是当今较有效的方法
,

其迭代过程的误

差检
,

我们有

定理 设 为以矩阵 为系数矩阵方程的 迭代矩阵
,

且
。

的谱半径为
、

一 、
,
。 、

,

并且 。成 、一 石二奋
, 、一

, ,

⋯
,

有

￡‘圣 ,

立哭 下了可「 一 凡
‘

其中 。‘
花 , ‘圣 ,一 为误差向量

, ‘丢 , ‘奋 ‘’一 ‘奋 ,
为残余向量
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证明由 式和定理条件
,

设 的特征值为

几 又 ⋯ 彻

其相应 个线性无关特征向量为 一
, ,

⋯
,

认 一 凡认 一
, ,

⋯
,

将初始残余向量 子
”,在拟 上展开

于是有

子 一 艺隽
·

‘一

柑

占‘介 , 一 扩 艺久对认

占“ , 一 对 艺 ‘
对认

茸

又 一 ‘奋 , 一 艺久对

由式 得

一口一代

明卜“一“
‘ 正 一 一 香 对

又 一

尽 对
石 下 二

人 一

将 代入 有
。 , 一 奋》

一不丁
占去

又 一

落
,

对 对
针 ‘ 、下尸 一

州

丁 一 下 丁 少 两‘一 人 一 八 一

刃 一
二卫二

一

, 李兰匕
‘一 气人 一 吸成 一

以 , 一 凡 对
残认

由于 牛李 则有

—人

‘,‘
‘
‘,‘

击
‘ ,,

,
,

‘

气对 隽认

设 又 是 次大的特征值
,

于是有

入 孟 成

‘认

,

⋯
,

并设

】认
乞
一一

式 便可写为

,,一 ,,

尚
‘ ,,“

备

成

六
“ ,““

’

凡 盛 久

人 户 久

艺 入 又

另由式

‘奋 , 又 圣 , 一

又 奋
·

当 充分大时
,

必有 又 又
冷 ,

把式 改写为

艺 又‘ 圣 ‘铸
亩

一 又 又 鑫

】几
,

】
奋 , ,

簇 占‘汤 , 一 义 几 丢

将 代入 得
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一 、 了气 , 子一 会⋯
“ 奋 ,, “ 一 ,会,

, ·

,

“奋 , ,
,

二 。
, , 、 , ‘ , , 、 , 、 、

下万币下 、了二灭以 十 七 气
‘ 一

从‘ 一 七 气‘ 「 ,
·

故有

“汤, ,

哭 下砰可 飞 了二不
另一方面

,

由式

一
尚
‘”,

‘

六
,, ’“

’

六
‘ ,,““

’

,,一 ‘, 》

尚
,,
‘’

一 艺 入 吞 价
成一

一 艺 几 奋 ‘认
矛一

凡 圣 久认
·

即有

一 入 奋
·

久认 凡 又 盛

由 和 可得

。‘ ,

尚
‘ ,, , ‘ ,, 一 又 孟, 奋 · 占‘奋 , 一 凡 又, 盛

奋 ,

二
, 、 ‘ , 、 , 、 ‘ 、

有不戈丁吸工一 川
凡 , 人 ’

“

‘上 一 ‘ ’人 , 人‘ ’
一
’

·

则是
‘ 盛 、

二 代二二丫
, ‘

己弓 二一一 二尸
‘

卜。 百、 , 一 一 凡

联合式 和式 即得式 证毕

由定理
,

可得

定理 在定理 条件下
,

对给定精确度要求 。
,

迭代过程的误差检验公式
,

当

充分大时
,

为

占‘汤 ,

一
￡

对于用定理 来作为迭代过程的误差检验关键在于求出迭代矩阵 的谱半径
,

这一般

是难以求出的 我们这里就某些迭代讨论 一如既往
,

我们也用单位正方形 。成
,

镇 是二

阶 方程或 方程的第一边值问题的标准五点差分格式
,

所得的代数方程组来讨

论 设
,

方向均取 十 个等距网格
,

则内网格共有 个
,

所得到线性代数方程组

容易验证系数矩阵 为相容次序矩阵
,

并且 迭代矩阵和 迭代矩阵的特征值

具有 的关系式‘。
,

并且有

户 , 二 一告
·

望 一 兀
,入

其 中
, , 、

分别为 迭代块 迭代矩阵的谱半径
,

而且具有
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最佳松驰因子 叭 的 迭代和块 迭代矩阵的谱半径为

〔 一 ‘ 〕“

。

〔 一 ’ 〕

当取 。 望 一 二 时

望 一 北

若取 叭望 一 了万二 时

望 一 了
向

万
一

入

这样由式 可得 迭代的误差检验公式为

占‘丢 , ‘知
容易证明 迭代矩阵的特征值入和 的特征值 产 之间也成立关系式 因此定理

也适应于 迭代过程的误差检验 即迭代过程的误差检验公式为

抓丁动
占去 ‘
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