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解非线性双曲型偏微分方程的预测
一
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‘
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,

泉州 36 2 0 1 1 )

摘要 把求解二阶常微分方程的预测
一

校正法推广到解非线性双曲型偏微分方程
,

并给出几种

预测
一

校正格式
.

并用数值例子证明这些格式是有效的
.

关键词 非线性
,
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8 2

近年来
,

有许多文献
〔,

·

幻用预测
一

校正法来求解非线性抛物型偏微分方程
.

而用预测
一

校正

法求解双曲型偏微分方程尚属少见
.

本文用预测
一

校正法来求解二 阶双曲型偏微分方程的混

合问题
.
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其中
a 。 ,

b 。
, a ; ,

b,
及

c 。 , ‘ ;

均为常数
, a (x )

,

抓 x )及 扒 x )及 扒 x )是 x 的连续函数
.

今后
,

总假定

问题 (l) 一 (5) 的解存在且 唯一
〔3 ,

.

将区间〔o
,

X 〕划分为 M 个子 区间
,

每个子区间的长度为 h
,

即 几刀i一X ;
时间变量 t 的步长为

: ,

于是区域 R 一 〔0 < x < X 〕又 〔t> 的及其边界 (由直线 x ~ o ,

x 一X 和 t一 O 所组成 )
,

便可用网点 (x
二 ,

t
二

)一 (m h
,

nr )来描述
.

在 x 方向
,

二阶偏微商用如下数值微分公式近似
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而在边界上
,

一阶偏微商则用下列数值微商公式逼近
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并规定向量

U (t
。

) = (u 忿
, u 了
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⋯
, u二)

了
’ ,
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为 t
,

一二 (
, : 一 。

,

1
,

2
,

⋯ )上微分方程的一组数值解
,

其中
“众

,

表示在网点 (m h
,

nr )处 u( x . t
.

)的

一个数值解
,

即 嵘 近似于微分方程混合问题 (l) 一 (5) 的解
.
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由边界条件 (2 )
,

(3 )和 (7 )可得
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/b
。 ,
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。 ,

P
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, ,
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应 当指出
,

为保证差分格式稳定性
,

今后应选取

步长比 久一 r / h < l
,

即满足 C o u r a n t 条件
.

由公式 (6 )
,

(8 )
,

(9 )
,

(1 0 )
,

在时刻 r
,

= n : ,

问题 (l )
,

(2 )
,

(3) 便可写成向量形式
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其中 D = di ag 弋
a ‘}是对角阵

, a ‘~ a( x ‘
)

, B 为如下形式的 (M + 1) 阶三对角矩阵
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.
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于是
,

便将二阶非线性双 曲型偏微分方程混合

间题 (l) 一 (5) 转化为等价的特殊二阶常微分方程组的初值问题

d
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1 P E C E 计算格式

考虑式 (1 2 )
,

(1 3 )
,

(1 4 )的二阶非线性特殊常微分方程组初值问题的线性多步公式

习
a

厂
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· + ,
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K K

其特征多项式为 。(“, 一

县
·j尸

, ·‘“, 一

菩
, 白

·

定义 1 方法 (巧 )是 P 阶方法
,

如果对于充分可微函数 U (t )与方法 (1 5 )相关的差分算子

L 〔U (t)
; 幻 一 艺aj U (t + jr ) 一 r Z

习风U
”
(t 十 j: )

一 C , + Z r p + Z
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(t ) + o (r 户+ 3
) (r

~ 0 )
.

(1 6 )

对于方法 (1 5 )
,

需要研究它的数值解法及其稳定性
.

早期通常使用 S to m e : 显式和 C o w e n 隐

式方法
“〕
求其数值解

.

1 9 7 6 年 J
.

D
.

L a m be r 和 L
.

A
.

W
a t s o n 〔5〕

指出采用 S t o m e r 一C o w ell方法

出现不稳定现象
,

从而他们提出具有 周期稳定区间的一类线性多步法
.

19 7 8 年文 〔6〕给出这类



华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) 1 9 9 4 年

方法具有周期稳定区间的一个充要条件
.

文 〔7〕中给 出具有最大阶为 k + 2 的收敛的 k( 偶数 )

步方法的最佳方法
.

同时给出对于 k一 2
, 4

,

6
,
8

,

10 构造一类具有最大稳定周期区间的最佳方

法
.

将它们推广到本文的方程中可得式 (1 7 )
,

(18 )计算公式
.

当 k ~ 2
,

四阶最佳方法为

二
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方法

,

其稳定周期区间为 (0
,

6)
.

当 k 一 4 ,

六阶最佳方法为

U
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其中
,

* 为试验方程 尹一
* , , , * 。 R 的系数

,

其稳定周期 区间为 (。
,

旦孕(1羔粤2 )
,

最大稳定周期
~ ”

‘’
/ 子

~ ~
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, / J 、

” n + 9几
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, 刑

区间为 (o
,

b)
.

对于形如式 (1 7 )
,

(1 8) 一类隐式格式的求解方法
,

就产生一个需要在每一个时间水平都去

求解非线性代数方程组
,

通常采用迭代法其计算量相当大
,

又必须考虑其复杂的收敛性问题
.

为避免这些麻烦
,

采用一种简单预测的校正格式
.

为了方便
,

对于预测公式可采用显式公式

U
, + 名

= ZU
”+ 1 一 U
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+ r Z
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”+ 1
.

(1 9 )

由 T a y lo r
展开可知式 (1 9 )近似于式 (1 2 )的截断误差为森

r 4

叨
,

所以式 (1 9 )为二阶方法
,

并且
囚 一
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一
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分
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其周期隐定 区间为 (O
,

2)
.

由显式公式 (1 9 )和稳式公式 (1 7 )组成预测 一校正 (P EC E )格式的算

法如下

P
:
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E
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下面考虑初始出发值计算
.

由式 (1 3 )可得

U
Q
~ 尹 (2 0 )

由 T a ylo ·
展开 U

,
一U

。

十心:十
合

: Z
U : + 。(r 3

).

由式 (1 3 )
,

(1 4 )和式 (1 2 )
,

(1 3 )代入式 (2 1 )可得

(2 1 )

u
,

一 (, + 冬
: Z
D B ) , + r , + 冬

r Z

尸 + 冬
r Z
b.

乙

“2 混合预测一校正格式

对于非线性常微分方程 (1 2 )~ (1 4 )的初值问题
,

希望寻找较好的预测 一校正方法
,

即使方

法精确度的阶数尽量高
;
具有无条件的稳定性

;
计算函数的数量少以及适应较大网孔

,

容易调

整步长等优点
.

当然这几个优点不可能兼容
,

但据需要
,

使各方面都尽可能关照
.

下面建立一



第 2 期 曾文平等
:

解非线性双曲型偏微分方程的预测 1 3 5

种混 合的预测一校正计算格式
·

其方法 1
,
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其中
,
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“
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,
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, / :

的值
,

以下 U 计3/2 亦同
.

E
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F
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U

n
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U

” + ‘
= r ,

(日
. o
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“
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F兮卉

2
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E
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, )) ) (o 簇 7 簇

S 一 1 )
,

其中
, ,
为迭代次数

, y 与
:
的取法详见文〔幻

, n : n + 1
,

U’
+ 2 一必

+ 名 ,

尸
十 2
一月

+ 气类似于方法 1 ,

还可以建立其他格式
·

其中
,

方法 2
,

p 告E p 普E p
Z
E (E )’. 方法 3

,

尸晋E 尸号E 尸
:
E (CE )’. 方法 4,

p 告E 尸号E Pz E (C E)
’ ·

这些方法本质上与方法 1 是一致的
·

只是式 (37 )式中预测公式 九 分别

用以下公式代替
,

即

p
: :

U : + , + 妥
3 o
U

·

+ 石
3 ;
U

· + ‘
一 产 (刀

3 o
r

·

+ 刀
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-
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,
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+ 7 3 zF
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)
,
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F

”
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3 , F

”+ ’

+ y 3 :
F

, + 3 / 2 )
.

3 混合预测一校正公式的系数和阶数

设 U (t )在〔O
,

T 〕内处处可微
,

并把第 2 节诸公式改用如下线性形式的公式

乙
‘
(U (t

,

) ; r ) 一习〔a oU (,
。

+ jr )

少~ 0

一 r z

夕
‘z
U

即
(t

。

+ jr )〕一 : z

〔y
‘:
U

即
(t

,

+ (l / 2 )r )艺
:
U

即
(t

,

+ (3 / 2 ) r )〕
.

(2 2 )

对于式 (2 2 )中 U (t
.

+ jr )
,

U
即
(t

。

+ jr )
,

U
,I

(t
,

+ (l / 2 )r )和 U
l,
(t

.

+ (3 / 2 )r )采用 T a y lo r
级数展开

式替代
,

不难得到下列关系
,

即 L
‘
(口“ , ; ·, 一

县
〔C ij U (j ’

“ , 尸 ,
·

系数
‘。
满足下列关系

: C沁一ai0

+ 一 + 。2 ,

一
代 !

+ 2 ·
‘2 ,

一六
(一 + 2

2、 2
)一 (,

‘。

+ 众
1

+ 风
名

+ y , 1

+ 7 ‘2 ,
·

由定义 ‘
,

如果方法是 ,

阶的
,

必须是 。
,

一。
,

(r 《P + 1
, c 、

.

, 十 :

尹0) 且
c ‘

.

, 十2

为截断误差的系数
.

对于第 2 节诸公式要求

最高的阶
,

就产生各个公式的系数
,

如表 1 所示
.
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表 1 混合预测一 校正公式的系数

M o de

P告

P寻

P z

P 2

P :

户2

‘

口‘0

一 1 / 2

l / 2

氏 ,

一 l/ 2

一 3 / 2

一 2

一 2

一 2
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一 1 / 1 6

1 / 1 6

0

0

l/ 3

1 / 9

1 / 60

尽
.
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5 / 1 6

1
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26 / 6 0

月
:

0

0

0

0

0

0

1 / 6 0

共1

0

0

0

1 / 3

一 2 / 3

0

16 / 6 0

不:

0

0

0

1 / 3
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2 / 9

16 / 6 0
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r P

2

2

2

C ‘ ,

P+ 2

5 / 3 84

一 3 / 3 8 4

l / 1 2

一 l/ 57 6

1 / 2 4

一 1 / 7 2

一 1 / 1 2 0 9 6 0

9曰口口

,JZ产了/O自

11,曰

O白n‘,曰O‘

4 混合预测一校正格式的稳定性

方法 l 在 p告E p 备E p
:
E c E 形式如下

p、
:
U

, 十 1/ 2 一

含
U

·

+
合

U

一磊
(F

·

+ F
二

一 )
,

E
: F一

, 2
一 F (才

,

+
音
一 U一

‘2 )
,

p普
U一

“

一合
U

·

+
号

U一 +
沪

,

一
_

丽沙
” + SF

. + 1 )
,

E
:
F计 3/ ,

p : :
U 贾击

2

E
:
F老击

2

,
, _ .

3
, , 一‘ , , , 、

一 厂 气t
.

十 二
.

r ,

口
‘

” “ “
少,

乙

~ ZU 计
‘
一 U

·

+ r Z
F 计

‘ ,

一 F (‘ 十 : ,

U挤
2

c : :
。:。

2

一 2。

一
。

·

+

磊 + 1 6F
”+ 3 / 2 + 2 6F

. + 1

+ 1 6F
“ + 1 / 2

+ F
,

)
,

E
:
F t+ z

一 F (t
. + : ,

U 贾卉
2
)

.

在考虑稳定性时
,

只限于讨论试验方程

U
。

= 一 孟
名
U

对上述各式应用试验方程 (2 3 )得

以 > 0 )
.

(2 3 )

(U
.

+ SU
月 + ’

)
,

(2 5 )

砂一16砂一16u
·十 1/ 2

一

音
U

·

+
告

U 计
’

+

U
, 十 3招

一告
U

·

+
普

U
二 + 1

-

+ U
. + i

)
,

(2 4 )

~ ZU 计 l 一 U
门

一 砂U .+
‘

(2 6 )

U侣六
2
一 ZU

。 + ‘
一 U

”

U 侣鑫
2

砂

6 0
(U 留击

2

+ 1 6沙
+ 3 / :

十 2 6U
”+ ’ + 1 6U

”+ ‘/ 2 + U
”

)
,

(2 7 )

其中 万一舫
,

将式 (24 )~ (26 )代入式 (2 7 )得到二阶方程

6 0U
”+ 公

一 (1 2 0 一 6 0砂 + 5砂)U
· + ‘

+ 6 0U
·

~ 0 ,

其特征方程为

(28 )
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尸(泞
, r ) = 6 0登

2
一 (1 2 0 一 6 0砂 + 5万

‘
)登+ 6 0 = 0

.

(2 9 )

定义 2 方法 (1 5 )有一周期稳定 区域 (0
,

砖)
,

那么对于所有 产 e (0
,

砖)
,

特征方程 (2 9) 的

两个根满足

泞
;
= e‘e(奋) ,

右
2
~ e 一‘e(奋) ,

(3 0 )

其中 产~ 一 1
,

O(刁〔 R
.

在式 (29 )中
,

若一 60 尹+ SP ~ o ,

即 砂一 1 2
,

那么
,

方程 (29 )的根满足式

( 3 0)
.

所以
,

方法 1 的周期稳定 区域为 (0
,

12 )
.

相应地方法 2
,

3
,

4 的特征方程为 P
:
(泞

,

幻 -

, _ _ _ . _ _

~
_ 一 , .

1 ,
、

二
_ _ _ , . 一 、 _ _ . , , ‘ _ _ ‘

1 8 2 一
, _ 一J ,

2 、
、

二
_ _

6 0泞
2
一 (1 2 0 + 6 0尹一 5已+ 六砂 )妥+ 6 0 = 0 , P3 传

,

云)= 6 0泞
Z
一 (1 2 0 + :

笼二云
z
一 5砂十普尹婿+ 6 0 一 0 ,

’ 一 ’ 、 ‘ “ 一
’

“
一

’ 一 ’

1 2
一

”
’

‘ - 一
’
「 。 、

”
一

”
一 ’ 、 -

一
’

3
一

”
’

3
一

”
’

“ -

, . 一 、 _ _ , , , . ‘ _

“、
.

, 、 5 、
、

二
_ _ _

一一
. ‘ _

.

一 二 ~ 一一 ~ ~
, 、

,
. 、, , _

P
.

传
,

万)一 6 0 子名一 (1 2 0 一 6 0尹+ 5矛一轰砂婿+ 6 0 一 0
.

方法 l
,

2
,

s
,

4 的周期稳定区域
,

分别为 (o
,

「 , 、

”
一 ’

一
’ 、 - 一 - -

一
’

一 1 2
一 ‘

”
- - 一

’

八
‘

的 一
’
一

’
一

’ ‘ H J ’

,
产
“ ~ ~ ~

一

列
’

八 月 J

~
、 一

’

1 2 )
,

(0
,

1 6 )
,

(0
,

1 5 )
,

(0
,

1 5 )
.

5 数值例子

为了方便比较
,

可用本文提出的方法来解文 〔3〕中的例子
.

考虑非线性二阶双曲型偏微分

方程初值问题

U
。
一 g d (x )U

。 l
十 , 厂 Z “

灯
4

(0 < x < X
, t > 0 )

,

U
二
(0

, t )

u (0
, x )

~ Uz (X
,

t) 一 0 ,

, 汀之

一 “‘n L
了

U, (o
, X ,

一 责承
c o s (
赞

其中
,

己(x 卜 d
。

〔2 +c os( 竿
)〕称为深度 函数

, g 是重力加速度
, 之

一 (二
, “ )是底部摩擦系数

·

定义
z 一 g }ul /c 勺

, ‘
是查理 (dr e砂)系数

.

在此问题中
,

P
。

~ P
:
~ o , q 。

~ q ;
一 。

,

由此 b一 。
,

而 D

一 d l’a g {g d ; }
,

d ; = d (x , )
.

矩阵 B 为

一 2 2

l 一 2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

一 2

2 一 2

r..

⋯
胜k

一h
一一B

f几~ 9 2

/ (4 e 4
d ) l

u孟1
Zu 盆

.

取 x 一 ‘O。
,

g 一 9
·

8 ‘
,

d
。
一 “

, 。一 5。
·

区间步长 “一‘0
,

M一 9
,

时间步长
: 一

告进行计算
·

表 2 给

出在
x 一 80

,

3 5 7 0簇t( 3 6。。处本文方法计算结果与文〔3〕中的参考解 (用 R 一K 方法所得的比

较准确的近似解 )的对照表
.
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表 2 几种数值解的对照表 (h一 l。
, : 一令)

O

t

方法
3 5 7 0

.

0 0 3 5 8 0
.

0 0 3 58 3
.

3 3 3 5 9 0
。

0 0 3 5 9 3
.

3 3 3 6 0 0
.

0 0

参考解 1
.

3 1 1
.

7 2 1
。

0 4

0
。

9 4

1
。

0 6

0
.

4 6 0
。

2 0

尸E C E 格式

混合格式 l

1
.

2 9 3

1
.

2 9 2

1
.

6 8

1
.

6 7

0
.

4 5

0
.

4 7

1
。

8 3

1
.

8 8

1
。

8 6

0
。

0 0

0
.

1 3
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