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摘要 研究纯童 V ol ter ra 积分徽分方程周期解的存在性和唯一性间题
.

利用不动点方法
,

得到这

类方程存在唯一的周期解的充分性条件
.
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文〔1〕利用 L ia p u n o v 函数
,

研究 T 下列纯量 V o lt e r r a
积分 微 分方程 云(t )一a (t )x (t )+

丁:
_ e (, , ·)X (·)d·+ r (, ) (式 A )的周期解存在性问题

·

其中
, , 。 :

, X 。凡
· (: , 和 了‘, ,都是连续

的 T
一

周期函数
; C (t

, , )在
一

co <
, ,

t< + co 上连续且对任意 的
: ,

t
,

有 C (t + T
, , + T )~ C (t

, : )和

}C (t
, : ) }ds 关于 t任R 有界

.

本文对方程 (式 A )的周期解的存在性和唯一性问题进行研
自

口一尹

l

究
,

在所得的结果中
,

定理 1 推广了文〔1〕中的定理 5
.

一些引理

我们先证明一些有用的引理
.

引理 1 假设 C (t
, , )在 R x R 上连续且 C (t + T

, : + T )一C (t
, : )( 这里 T > o 且为常数 )及

}C (t
, : ) }d

,
对 t〔R 有界

.

若 f1 (t )是连续的 T
一

周期函数
,

则
国

‘一
户

!
‘

、.了、.声11n乙了、了吸
、: (, ) 一

卫
_ .C (, , 5 )

⋯ : (·) !d一

; (, ) 一

卫
_ C (, , ·); (5 ,‘￡

·

都是连续的 T
一

周期函数
.

证 由
I飞

_
.。 (, , ·) .d

·
的有界性及 。(, , ‘)的连续

,

, 和 ; (, , 是连续的 T
一

周期函数易知 几

(t )
,

儿 (t )都是连续函数
.

又由 C (t + T
, : + T )= C (t

, , )和 人 (t+ T )= 人 (t )
,

可知

: (, + T )一

攫
.e (, + T

, · ) }
·

}; (·) }d
·

里 11
_ }C (, + T

, · + T , ,
·

,人(· + T , ’‘
·

.
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一

Jt--
_ ,c (t

, r , ,
·

,fl ‘r , ,d一 fz (t ,
·

同样有 几 (t + T ) ~ fa (t)
.

故几 (t)
,

fa (t) 都是连续的 T
一

周期函数
.

引理 1 证毕
.

引理 2 设 f (t )是连续的 T
一

周期函数
,

则对任意的 t , , e R 有

艾::
了(·)d
一艾

r (·)d 二
、

‘3 ,

证 因为
丁沙

(
r)d

·

二丁{f( r+ T )dr 一

丁: f(
· , dr 则式‘3 , 成立

·

引理 2 证毕
·

考虑下列微分方程

‘X /“一
(, )X +

卫
_ c (, , ·): (5 )‘5 + r (, )

,

(4 )

这里 a( t)
,

了(t )关于 t e R 是连续的 T
一

周期函数
.

C (t
, , )

,

人 (t )满足引理 1 所述的条件
.

引理 3 如果
。

(t) 。 且
丁:

。 (r)d 一 K <0
,

则方程 (4 )存在着唯一的 T
一

周期解 二(t) 满足

X (,

卜工
_ 一 p (

工
· (· )d ·)

叮l
_ c (一 ); (·)‘· + f‘·, 〕d 二

(5 )

证 记 g (, )一

Jl
_ 。(, , ·); (, )d·+ f (, )

,

由引理 1 知 g (, )是连续的 T
一

周期函数
·

于是式

二

)可写为

d x / d r ~ a (t)二 + g (t )
,

(6 )

从而式 (5) 可写为

X (, ) 一

J’-
_ 一p (

J:a
(·)‘·)g (· )d二

(7 )

先证式 (7) 右端是有界的
.

因为存在常数 M > o 使得 }g (t )I < M
.

故

!工
_ 二 p (

J卜
(· )d ·)g (·)d ·

}、卫
_ 二 p (

J:a
(·)‘·) }g (·) .‘

·
、 M

卫
_ 二p (

J:a
(· ,‘· ,‘·

一 ,T
_ ,

户
, 、 , 、 1 -

_ e x P 气! a 气r 少Q r 少Q T

一 (j十1 ) T J r

一 (j + 1 )T

二p ‘

J:
一

厂‘
· ,‘· +

犷几
(·)‘·)‘·

内
l八
八.f打

一 (j+ 1 )T

一p (

犷
“· (· )‘· ,‘·八l上

K

枷习问枷习j-0枷习问MMM一一一一一一

( M T 习K 生= MT

l 一 K i
‘

这里 K
:
= e K

< 1
,

即式 (7) 右端是有界的
.

因为

X (, + T )一

代
一p (

厂、
(· )d· )g (·)‘·

, 一什T rt
_ ,

户+ T , 、 , 、 , .

甲
、 ·

一
! e x P 、 ! _ a 气r 少a r 夕g 气s 卞 l 夕Q s

J 一闭 J , 十T

八 r’十 T

二二二 . eX p t l a 气r 少O r ) f 吸丁JO $

J 一帕 J : 十T

一

卫
_ 一p (

艾
a (· )d ·)g (‘)d s (由弓}理 2 )
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~ x (t)
,

故 x (t )是 T
一

周期的
.

直接由微分式 (7)
,

可知 x (, )是方程 (6 )(即方程 (4) )的解
.

故 x (t) 是方

程 (4 )的 T
一

周期解
.

由于方程 (4 )的齐次方程

d x / d t 一 a (t )x
.

不具有非平凡的 T
一

周期解
,

因此方程 (4) 的 T
一

周期解是唯一的
.

引理 3 证毕
.

引理 4 如果
。

(t) ) 。且
I:

〔一 (·)jdr 一K <0
,

则方程 (4 )具有唯一的 T
一

周
瘾

二(, )
,

满足
X (, )

一 J丁一
p (一

艾
· (·)‘· )〔

J二
_ C ‘一 , fl ‘

· ,‘· + f‘·, 〕‘二
(8 )

证 先把式 (8) 写为

X (, )

一丁厂一
p (一

J:a
(· ,‘· , g ‘· ,‘二

(9 )

下面先证式(9) 的左端是有界的
.

事实上

} 一

厂
二 p (一

丁:
· (· )d· )g (·)d : 、M

犷一
p (一

艾
·‘· ,‘· ,‘·

、M

蕙伴
‘)T ex p ‘一

J:a<r )dr)
‘·

一M

蒸丁::万
‘”二p ‘一

丁:
‘’·‘· ,‘

一丁几
二· (· ,‘·’‘·

一M

葱
K ,

上:犷
”

飞
·p ‘一

丁几
,T ·‘· ,‘·, ‘·

。
T

蒸
K‘一

滥
,

这里 K
,
一沪< 1

,

即 x (t )是有界的
.

又由引理 2 得

X (, + T )

一拭
一p (一

几尹
(· )‘·)g (·)d ·

型
一

厂
二p (一

J:二升
(· )d· )g (· + T )d‘

一犷一
p (一

艾
· (· )d ·)g (‘)d

一
二(, 。

,

即
,
x (t )是 T

一

周期的
.

其余部分的证明与引理 3 的证明相同
,

此处证略
.

引理 4 证毕
.

主要结果及其证明

考虑线性积分微分方程

‘一
(, )X (, ) +

卫
_ C (,

, ￡)X (·)d· + 厂(, )
·

(10 )

这里 a( t)
,

f (t )是连续的 T
一

周期函数
,

C (t
, : )在 R X R 上连续且对任意的 t

, : e R
,

C (t + T
, : +

T ’一c “
, ‘,和

J乞
_

定理 l 假设

}C (t
, : ) }d

: ,

对 t e R 是有界的
.

a( t) 不恒等于零且存在着常数 K > 1
,

使得下式
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· (, ) + K

卫
_ }C (, , · ) .d

·
、 。

·

(1 1 )

成立
.

则方程 (10 )存在着唯一的 T
一

周期解
.

证 设 B 一 丈u( t) }u( t) 为 R 上的连续的 T
一

周期函数 }
,

则 B 在范数 }}
u

下是 1 个 Ba na ch 空间
·

由定理的条件
,

知
· (, )。 且

丁:
· (
r)d 一Kl <0.

11 ~ 念吕{ I
u (‘川

对任意的
“任B

,

考

虑下列微分方程

‘一
(, )X (, ) +

卫
_ e (, , ·)· (·)“ + , (, )

,

(1 2 )

由引理 1 知〔
工,--

_ c (:
, 5 )· (·)d ·十 , (, )〕是连续的 T

一

周期函数
,

又由引理 3 知方程“ 2 , 具有唯

一的 T
一

周期解
,

即
X

.

(:

卜卫
_ 一p (

工
· (·)d· )〔

卫
_ c (一 )· (·)“ + f ‘·, , ‘二

(1 3 )

现在定义算子 F
:
B ~ B 如下

F u (t ) = x
,

(t )
,

V u 〔 B
.

下面证明算子 F 在 B 中是压缩的
.

事实上
,

对任意
u ; , “ :

e B
,

由式 (1 3 )和定理的条件
,

可知

(1 4 )

.F一 (:

卜
F一 (: ) . 、

Jt--
_ 一p (

J:a
‘· ,‘· ,

卫
_ }c (一 ) !

·

}!
· 1

一
d ‘d ·

,
.

⋯
r’

,

rt
, 、 . 、 , a (r)

、 .

气之 !} u i
一 u z l曰 e x P L ! a 气r 少a r 少七一 一奋一 J Q r

J 一伪 J r l、

一

妾}!
· ;

一
:

.! 。X p (

J:a
(· , d· , , 仁-

~ 贾 Il ul 一 “ ,

即 IIF 。 ;
一F “:

“、贵11
“ ,

一
2

}:
·

因 K > 1
,

故妾
< l

·

由此
,

; 在 。 中是压缩的
,

从而 ; 在 : 中

具有唯一的不动点
,

易见 F 在 B 中的这个不动点就是方程 (10 )的唯一的 T
一

周期解
.

定理 1 证

毕
.

说明 显然文 〔1〕中定理 5 的条件比本文定理 1 的条件强
,

且它的结论比本文定理 1 的结

论弱
,

因此它是本文定理 1 的特殊情况
.

例 l 考虑下列积分微分方程

‘(, ,

一
‘, ) : ‘

n , . + b

工
_ 一p (一 (,

一) )卜‘
n , 一(5 )“ + 一

,
·

(巧 )

这里
: 0 < b < l 为常数

; a (t )- 一 l
s in t卜f (t )= e o s t 都是 2二

一

周期函数
; C (t

, s )= b e x p (一 (t一

‘)) 卜; n , }
,

且 e (,
, 5 ) 一 e (: + 2 ! , · + 2二 )和 e (, , · )在 * 又 * 上连续

,

并
工

_ .C (才
, ‘) ,d

s -

广加 rr

b l
“‘n ‘! 有界

, a “, 镇 。且」
。 a “, d‘

一
4 < 0

·

取 K 一 1 / b > ‘
,

则有
a (‘, + K

I
_ _ IC “

,

: ) }ds ~ 0 ,

因此定理 1 的所有条件都满足
.

故由定理 l 可知
,

方程 (1 5 )存在着唯一的 2二
一

周期解
.

但是
,

文 〔1〕中定理 5 是无法判别方

程 (1 5 )的 2二
一

周期解的存在性的
.
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定理 2 假设 a( t) 不恒等于零且存在着常数 K > 1 ,

使得下式
· (: ) ) K

工
_
.C (!

, ‘) .“
·

(1 6 )

成立
,

则方程 (1 0 )存在着唯一的 T
一

周期解
.

证 利用引理 1 , 4 ,

此定理的证明与定理 1 的证明类似
,

此处证明从略
.

例 2 考虑下列积分微分方程

‘(, ) -
一

, 一 (: ) 一 b

工
_ 一p (一 (‘

一
)卜 (。O ·才卜 X (‘)d · + ·‘n ,

(1 7 )

这里 。< b < 1 为常数
,

很容易验证方程 (1 7 )满足定理 2 的所有条件
.

因此
,

由定理 2 可知方程

(1 7 )具有唯一的 2二一周期解
.
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