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格林公式在有有限多个孤立

奇点区域上的运用 ( , )
‘

吴长泰 黄荣生

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 研究 G re en 公式与 G au ss 公式在孤立奇点上的应用
,

并证明在一定条件下
,

两个公式可互

相沟通
.

这一结果
,

对于简化线积分
、

面积分的计算具有使用价值
.
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格林公式具有广泛的应用
,

尤其在围域中含有孤立奇点的情形时
,

更显得重要而常见
.

为

使之更具有适用性
,

本文将作进一步地探讨
.
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,
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。 , y 。
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,

则沿域中的含同一奇点在内且有同一方向 (以下称此为
“

二同
”
)的所有闭路的曲线积分

,
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.
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据此
,

可随意改变并选取所需的积分路径
,

使计算简化 (这种情形尤为实用而有效 )
.

事实上
,

当
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而 沪
,

必只需在 D

叔Q /沪) _ 叔尸 /卯

七 妙

七 妙

上连续且只有

(何
。

除外 )时
,

L 可为无重点的任意 1 条分段光滑的闭曲线
,

1 个零点
.

在 D 上
,

任取一条与 L
“

二同
”
的闭曲线 LO

.

因

((二
,

y , 任”一D
。

,
,

恒有
;

:
一

步
L + L

:

;
L
:

且
刁(Q /沪)

改
)d‘

D 一 D o

a( 尸 /叻

即

一

;
、 一

;
、 尸 / * d二 + Q /‘d , (其中

\

L、表示 L
。

白勺反方向 ,
·

这表明
,

;
:
p / * d ? + Q /州,

‘

本文 1 9 9 3
一
0 9

一
1 5 收到



第 1 期 吴长泰等
:

格林公式在有有限多个孤立奇点区域上的运用 ( I )

与路径无关
·

因件
,

可在原闭曲线 L 的围域内
,

任意选定 1 条与 L “
二同

”
的简单闭曲线作为

新的积分路径 L
。 ,

并使在 L0 上
,

抓x ,

刃 ~ 沪(x
,

必 ~ M (相当于令 甲- 沪~ M
,

其对应 曲线就是

L
。
)

.

以 L
。

代替条件(1
。

)中的 L
,

从而得到
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其意义是
,

当
a (Q / 必)

ax

叔尸 /叻

即
(奇点除外 )

,

令被积式中含奇点的因子为常值
,

消除奇异性
,

对剩下部分在新闭路及其围域上可使用格林公式
. 据此

,

重解 ;
:
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,

故选取 L
。

为 4尹 + 9犷~ 1 的反时针方向
.
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对 比本例的几种解法
,

式 (l) 在计算上特别简单
、

有效且不易出错
,

显示出其优越性与实用性
.

对于出现有有限多个 (或 尸
,

Q 各具不同的 )孤立奇点的情形
,

其处理方法相似
.

可见
,

对 ‘ 的围域中含有孤立奇点的“线积分
;

;
尸 / * d二 + Q / , d ,

,

可按下述三种情

形
,

分别进行计算

〔1〕公式
.

(11) 当

.

(i) 当 甲〔x
, 少 (x )〕= 沪〔x

,

夕(x )〕拼常数
,

且
叔P /叻

妙
时

,

运用文献

抓x ,

刃x )〕一必〔x
,

刃x )〕一常数时
,

在原闭路及其围域上运用文〔幻公式

(111)当

式 (1)
.

J(Q /必)

ax
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即
(除奇点外 )

,

可令 杯 x ,

刃一必(x
,

刃 ~ 常数
,

在新闭路及其围域上运用

如果 L 的围域 D 中不含任何奇点
,

此时
,

甲并O
、

沪尹 0 (x
,

必 任D
,

以上各公式就是通常的

格林公式
.

从而
,

可得到正确运用格林公式的重要且实用的结论
:

设区域 D 的整个边界曲线

可用 1 个方程表示
,

将曲线方程代入线积分中 (消除奇异性或简化)
,

对剩下部分使用格林公

式
;
特别当

林公式
.

a(Q /沪)

七

叔尸 /叻

即
(奇点除外 )时

,

可令被积式中含奇点的因子为常数
,

然后使用格
’

2 拓广后的情形
、

以上的推证过程及其结论
,

不难拓广至高斯公式上
,

只需对照格林公式
;

L
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便知
,

前者属二维空间
,

后者属三维空间
.

用点函数将诸积分统一起来
,

两个公式的几何含义
,

是将展布在某一几何形体的域上的积分
,

用沿该域边界上的积分来表示
.

因此
,

可用类比的方

法
,
仿前处理下述情形

,

当 尸
,

Q
,

R 及其偏导数在单连通域 (即由唯一的闭曲面围成的无洞眼

区域 ) 口 中含有孤立奇点时
,

将原曲面积分变形为

必
尸 / * dy d· + Q / , d Z d 二 十 “ / “ dX d ,

,
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其中所论及的曲面与各函数是三维空间的
.

跟线积分与路径无关且相应的有
,

当 叔尸 /妙 /七

+ 抓Q /妇 /妙 + a R /h )/ 女 ~ o (奇点 M0 除外 )
,

则

材
。

百 口
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。
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(口 为闭曲面 S 所围闭域 )
,

( C 为常数 )
.

oC
护

I
K|.

. 2

一一

阶从妙习s

以及当满足与上述相应的两个条件
,

类似地推证
,

可得与文献〔l〕
,

〔幻及式 (1) 相应的 3 个公

式
.
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,
y

,
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,
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,
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,
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, z (x 刁 )〕

,
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,

(11)当 杯二 , y , z

(x
,

必〕~ 必~ h 一M (常数 )
,

得
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.
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,
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,
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(4 )

其中
,

习
。

为新闭曲面 (S
。
)

,

抓x
,

y ,

z) ~ M 所围闭域
,

曲面积分取在 S
。

的外侧
.

在式(2 )
,

(3)
,

(4 )中
,

当 。 中没有奇点
,

诸公式就是通常的高斯公式
.

于是得到结论
:
若

口 是由 1 个方程表示的闭曲面 S 所围成
,

将曲面方程代入曲面积分中 (消除奇异性或简化 )
,

、 .
,
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击
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,

可令被积式中

含奇点的因子为常值
,

对剩下部分使用高斯公式
.

例如

必
S

x d 少d z + 夕d z d x + z d x d 少

其中
,

S 为 x Z

/a
’
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,
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)
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因 (0
,

0 ,

0) 为 甲~ 沪一h 一 (扩+ 犷+ 二 ,
)
’八在 s 的围域中的唯一零点

,
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- - 气犷一一
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,
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。
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,
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,
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其中
,

口
。

为 xz + 犷+ zz 簇R 2
.

这结果可在 S 与 S0 所围复连通域上运用高斯公式加以证明
,

但为了便于 比较各种解法的

优缺点
,

说明式(4 )是可取的
,

可将原积分转换为第一类曲面积分求解
,

从而验证上述论断
.

设曲面 S 上任意点 (x
, 夕

, z )处的单位外法矢为 石一凌
e o s (n

, x )
, e o s (n

, 少)
, e o s (n

, z ) }
,

矢径
,

为
’
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,

,
, ·

卜
·、一 (
一

)
, 。。·
‘
· , , )

,

一 (·
, · ) }

,

此处的被积表达式可表为六
〔手
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v

⋯
z

二
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」
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.
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得积分为
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卦
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一
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T 一

这是高斯积分的特殊情形
,

其值为 4斌其中 S 可为任意光滑闭曲面 )
.

其实
,

只须以 (0
,

0, 。)为

中心
, 。> o 为半径作一球面 凡c s

.

在 S 与 S. 所围的复连通域上
,

依高斯公式
,

有

仄 e o s (r
, n )

」 。

勺甲 一- 二厂一一u 万 一 U ,

刁 T -

S + S-

其中积分取在 S. 的内侧
.

从而有

仄eo s (r
, n )

」

.

习 T -

占

e o s (r
, n )

」

一 , 一
,

丫矿
.

一一 ~ U S ,

r 一

厅朴汀盯
一一

一且卿刀s,

S 二表示 5
.

的外侧
.

因在球面 S 二上
, r 一 : , 。os (r

,

n) ~ 1
,

于是

6些兰典望Zd : 一 6如
: 一 粤

.

4、 一 4 兀

JJ r .
习

.

‘一 r
‘ s二

间题虽不难解决且计算也方便
,

但一般地说
,

将第二类曲面积分转换为第一类曲面积分
,

并非

易事
;
再者

,

本例若将原积分转化为二重积分
,

在计茸二重积分时将会遇到更大困难
.

对比上述诸解法
,

式 (4) 不仅在理论上是正确的
,

而且在实用上也显得特别简易
、

有效
,

便

于掌握
,

故颇具优越性与实用性
.

综上所述
,

二
、

三重积分与线
、

面积分的这种内在联系
,

提供了在有有限多个孤立奇点的区
~

,

一 ~
、一 ~

二。 ~
, 、

~ ~ ~
, 、

~ 一
.

~
, 一 二一~ LL- 一~ ~ 。 . , 、 , ,

曲 aP 护
,

司
,

aR
域上

,

正确运用格林公式
、

高斯公式的 1 种行之有效的方法
,

特别当 举 = 冬
,

带 + 举 + 带 = O

~ 一
,

一 , ~
‘ .‘ , “

’

rI’“ ~
、 ’

” , “ ~
“ ‘ 一 ,

”
J

~ 曰
~

”

尸
刁 ’

“ ”
“

~ ~ ax 妙
’

七
’

妙
’

士

(除奇点外 )成立
,

尤其实用且简捷
.
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