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块 A O R 迭代解最小二乘问题

的最优收敛性
‘

曾 文 平

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 讨论用 2
一

块 A O R 迭代法解大型稀疏最小二乘间题的收敛性
,

给出其收敛的充要条件及其

收敛域
.

进而证明
:

当 吞一汤时
,

Ao
R 迭代矩阵的谱半径 P( 乙知一。

,

它远比相应的最优 2
一

块 A o R

迭代矩阵的谱半径好得多
.

关键词 最小二乘间题
,

2
一

块 A O R 迭代
,

收敛性

分类号 0 24 1
.

2

诸如大地测量等很多实际问题
,

最终都导致用最小二乘法求解超定方程组 A x ~ b( 式 A )
,

其中
, A 任R , 又 ”

(m > n)
,

b 任R
, ,

且设 R na k (A ) ~ n
.

熟知
,

式 (A )的最小二乘解不止 1 个
,

但其

中
,

满足欧氏范数最小的最小二乘问题为 Il b一 A ‘ 11
:
一奥诊ll b一Ay llz

·

它满足法方程组 A T A‘

一A Tb
.

众所周知
,

上述最小二乘问题等价于求 x e R
”

和 y任R 气使得 丫+ A x 一b 和 A T 丫一 0( 式

B )
.

19 7 5 年
,

C h e n 和 G e n th e m a n
首 先建议用 3

一

块 SO R 迭代 解最小 二乘 问题
.

最近
,

M a r k h a m
,

N e u m a n n 和 Ple m m o n s 〔, ,
提出用 2

一

块 SO R 方法解最小二乘间题
.

利用 Y o u n g 〔2 ,
的

结果
,

给出用 2 块 SO R 方法解最小二乘问题时的收敛域
,

并给出最佳松驰因子及最小谱半径

的表达式
,

同时进一步指出用 2
一

块最优 S O R 方法求解最小二乘间题
,

比用 3
一

块最优 SO R 方

法求解最小二乘问题的谱半径小
.

本文目的在于讨论应用 2
一

块 A OR 迭代求解最小二乘间题

的收敛性
,

给出其收敛的充要条件 (对任意 Ja co bi 阵 J
:

的谱半径 P(J
:
)都可以 )

.

同时
,

证明当

仑接近不时
,

可以找到使 A OR 迭代的谱半径 P( 肠
,
.
)一 。的 。 , y 值

,

此时 A O R 方法显然优于最

优 SOR 方法
.

1 A O R 迭代矩阵和 Ja o o bi 迭代矩阵特征值之间的关系

/ A
, 、

因为 A 为列满秩
,

总可以通过适当的排列使 A , y 和 b
,

具有如下的分块形状 A 一 ]
‘

I
,

其
、A洲

’

/ y
, 、

中
,

A ,

是
n x n 的非奇异矩阵

,

y
: ,

b
,

为
n
维向量

,

而 丫
: ,

b
:

为 (m 一 动维向量
.

丫一 }“ .
,

b -
、 r Z /

,
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.

于是
,

式侣)可表示为如下等价形式

(1 )

(2 )

bl瓦口

一一d

、l

sese
tl..二叮JX乙长

尸...卜
....
l

es
k

d,一一一一Z
ZC

-

、..llesesesesesraJ02叮01叮内风
.

叻

一一

自J全中油
|场其

因为 A ;
非奇异

,

故 (。+ n) 义 (m + n) 矩阵 C 也非奇异
.

为了研究用 2
一

块 A O R 迭代法求解最

小二乘间题 (1) 的解
,

我们把矩阵C 划分成如下两块形式
,

并记

口口口,c 一 cz 一

⋯冬
. _

‘ 一

⋯:
一

口 i

I }

叮 }

口

口

一 A f

D :
三

U :

三

口 : A别

口 : 一 I

0 } 口

0 { 0

Al人一口心|旧卜匕I口�叮

( 3 )

口口�口

相应的 Ja c o bi 迭代矩阵则为
、

1
0

Jz 三巧
‘

(‘ + 盯2
’一 {住

-

L0

口 l

一 (A ZA 「
‘
) r {

一 A护

A : A厂1

口

( 4 )

显知
,

J :

是 1 个具有相容次序的 2
一

弱循环阵
.

由式 (4 )可知
,

由于一 (A z
A 厂‘)伙A

Z
A 犷

‘)为非负

定矩阵
,

所以

J毛一 d ia g 弋。
,

一 (A :
A 于

‘) (A Z
A 「

‘

) T
,

一 (A : A 厂‘) T (A
:
A f , ) } ( 5 )

相似于 1 个实对称负半定矩阵
,

故 J :

的全部特征值为纯虚数 声( o ,

且 }剧 ~ p (J : )一 }}A
z
A 厂

‘

}}
: ,

从而 月 的全部特征值都落在 区间〔一声(J
2

), 。〕内
.

这一事实将对收敛性定理的证明起重

要作用
.

用 2
一

块 A O R 迭代求解最小二乘问题 ( 1) 时
,

其迭代格式为

Z ‘K + ‘, = L乡子二Z
‘K , + ( D :

一 毗
2
) 一

‘
d

,

( 6 )

其中 A O R 迭代矩阵为

L乡子二= ( D :
一 瑟

2
) 一

‘

弋( 1 一 。 ) D :
+ (。 一 7 )L :

+ 。心2 }
, ( 7 )

这里 D
: , L : ,

U Z

由式 (3) 所定义
.

为了讨论用 2
一

块 A O R 迭代解 ( l) 的收敛性
,

先给出解 (1 ) 的

A O R 迭代矩阵耳戈以及相应的 Ja c ob i 迭代矩阵 J :

的特征值之间的关系
.

引理 1 设 A 为有相容次序的 2
一

循环阵
,

其对角线上块子矩阵山
,
‘(i’一 1

,

2 )非奇异
,

若 。半

。且 刀 + 。一y笋 o
,

则 A O R 迭代矩阵 岛
.

。

的特征值 几及其相伴的 Ja co hi 迭代矩阵的特征值 产

之间
,

满足如 下函数关系式

以 + 。 一 l ) 2
一 以7 + 因 一 y ) 必产2 .

( 8 )

证 注意到文〔3〕中所指出
,

A O R 迭代可看作 S O R 迭代的外推
,

则 乙
,
。

的特征值 几与 乙
,

,

的特征值
u
之间

,

有 又一。 + (l 一s) 关系
,

其中
: ~ 。 / 了

,

7并。
.

从中解出
u 一 以+ : 一 1 ) / :

,

代入文

〔4 〕中定理 4二3 的函数关系式 ( 2
.

2 )( 注意此时 。一 7 , 穴一 u , P一 2 ) ,

即得
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一

块 A O立迭代解最小二乘间题的最优收敛性

(几+ sy 一 l)
2
一 s (又十 s 一 1 ) 7

2产2 ,

再代入
: 一。 / y

,

便得式 (8 )
.

证毕
.

2 2
一

块 A O R 迭代收敛的充要条件

引理 2 t2) 实系数二次方程 扩+ Px + , 一 。的两根按模小于 1 的充要条件为 {
:
}< l, 且 }P

!< 1 + r.

定理 1 当 2
一

块 A O R 迭代 (6) 应用于解最小二乘问题 (l) 时
,

且定义参数 万~ 户(J
Z
) -

m a x 几伽 )= m a x
l夕I~ 11A

Z
A 犷‘ 11

:
及 月一 m in l几伽) }一 m in }夕I

,

则 2
一

块 A O R 迭代 (9 )收敛
“〔p (J:

) _

(即 P(L手乡二)< 1 )
,

当且仁 当 。 , y 分别取值 1
.

及 I
,

即

(i)吞笋 0
,

几三 (一 co
, 0 )

,

且 I
,

三 (M (万
2
)

,

N (夕
2
))

,

或 1
.

三 (0
, 2 )

,

且 Iy三 (N (严)
,

M (严))
,

或 几三 (2
,

+ co )
,

且 I
,

三 (N (夕
2
)

,

M (万
z
) ) ;

(11)吞= o
,

1
.

三 (0
,

2 )
,

且 I
,

三 (N (严)
,

M (万
2
) )

.

其中

{
M (Z )

一 例Z

{喜(1 + z )。
:

+ : (1 一 。) }
‘

(9 )

二(z ) 三 喜{一 : + 。 (1 + z )}

乙

证 因 Jac ob i 阵 J :
的特征值全为纯虚数

,

故令 产一谓 (月为实数 )代入式 (8) 得以+ 。一 1 )
2

- 一。月
2

口又一 y+ 。)
,

或展开得 又2
一 〔2 (i 一 。 )一 。y尸〕+ 〔(l一 。 )

’

+ 。夕
z
(。一 7 )〕一 0

.

则 由引理

2 得

}(1 一 。 )
z

+ 。尸 (。 一 y ) ! < 1 ,

}2 (1 一 a, ) 一 。y俨 1< 1 + (1 一 。 ) 2 + 。夕
2
(。 一 y )

.

(a )。y夕
,

< 2 (l 一 。)
’

+ 。2
(l + 夕

2
)

,

(b )。y夕
2

> 一 2。 + 。 2
(l + 夕

2
)

,

。 ,
。。 , _ , _ 、 .

1
。 , _ .

。 , 、

(e )田7 刀
z

< 2 (1 一 田) + 专扩 (1 + 尽
艺
)

,

、 - 、 - 一
’

2

(d )。
2
(1 + 夕

2
) ) 0

.

Jr、se
、

片V
‘

凡

(1 0 )

1
1-V
les|wewe
l、、

骨

所以
,

式 (一0 )的 (d )对任意实数 。笋o 及 夕均成立
.

而式 (1 0 )的 (a )
,

(b )
,

(e )则可合并为

一 : 。 + 。:
(: + 夕

:
) < 。, 口2 < : (1 一 。) + 喜

。:

(: + 口
:
)

.

乙

(1 1 )

现讨论两种情况
.

(i )如 夕笋。
,

则令 尸一z
,

再分两种情况考虑
:

(a )如 。> 0 ,

则式 (1 1 )可化为 N

,
l

, 二
~

、 , .
‘ , . 、 、 _ _ , , ,

~
、 。 : 、 r , 、 ,

~ 。

L
一

万 气1 州卜乙 少田
一
州卜乙 气1 一 田少J=

1性 气乙 少
,
纵J兰 1 厂 子两 闷巳

乙

m a x N (Z )<
Z

生峪
,

~
、

1
, ‘

. , ‘ ,

~
、 、 , 。 ,

,

气乙 夕三三二二于 仁一 乙州卜田 Ll 州卜乙 少J长
、

I吸
、

乙

y< m in M (Z )时式 (1 2 )成立
; (b )如 。< o ,

则 y 应满足 m a x
M (Z )< y< m in N (Z )

,

但

拟
,
(Z )

d
,

1

三丽 戈丽

, 1
,

二
~

、 , ,
_ , . 、 、 、

匕下了 戈1 日一 乙 少田
一 ~

十 乙气1 一 田少J 少
乙
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(当 。 > 0
,
。 护 2 )

,

(当 。 = 2 )
,

(当 。 < o ) ;

000V一一>r!J
、||!
、

一 1
, _ 、 ,

一 ; 丁- 共石 气田 一 乙少
-

-
乙田乙

-

而

、 , , ,

,
、

d
‘

1
,

I V
‘

气乙 少 三三 一 ; ; 于戈
.

石
‘

七一
召乙 乙

.

_
、 、 、

1
, _ 、

{
乙 寸

.

田 气1 州卜 乙 少j ) ~ 石不 L乙 一 田少 一 悦
乙

一

{

< 0

一 O

> O

于是
,

可以列出 N (z )与 M (Z )的单调增减性
,

及当 Z 从夕
,
一 m in }月}

2

的变化区间 I
,
(附表 )

.

(当 。 > 2 )
,

(当 。 ~ 2 )
,

(当 。 < 2 )
.

变到严~ m ax }川
2
时

, y

附表 N (Z )与M (Z )的单调增减性及 y 的变化区间石

N (Z ) M (Z )

(一co
,
0 )

(0
,
2)

(2
,

+ co )

(M (万
2 )

,

N (夕
2 ) )

’

(N (万
, )

,

M (万
2 ))

(N (万
2 )

,

M (万
之) )

,

当且仅当 (M ,
2 )< N 明

2 )时成立
.

(11)如果 夕= m in }夕}~ o ,

不等式 (1 1 )又可分为两种情况
:
(a )如果 夕~ o ,

则式 (1 1 )给出 o< 。<

2 ; (b )如果 夕括 。 , ,

则如情况 (i )所分析
.

因对所有 夕均必须满足不等式 (1 1 )
,

从而易得 几三

(0
,

2 )
,

Ir 三 (N (刃
2
)

,

M (万
,
))

.

证毕
.

3 最优收敛性
.

定理 2 当 2
一

块 A O R 方法应用于解最小二乘问题 (l) 时
,

且定义参数万一爪J
:
)一m a

xl 川

= m a x 几伽 )一 }1A
Z
A 犷

‘

}}
:

及 月~ m in }月}一 m in }1
.

伽 ) }
.

如果相应的 Ja e o b i迭代矩阵 J
:

有
, 〔p (J Z)

纯虚数特征值 产一谓
,

使得 夕~ 刀一夕护 。,

则对于 (y
,
。)一 〔2( 一 1 + 了I干刀万) /产

,

1/ 了I干刀万)或

〔一 2(1 + 了I干严 ) /夕
” ,

一 1/ 丫I下万
万)

,

使得 p (耳戈)一 0( 其中 A O R 迭代矩阵 耳戈由式 (7) 所定

义)
.

证 由文〔4〕定理 4
.

3 可知
,

在定理 1 的条件下
,

乙 ,y矩阵特征值
u
与 Jac o bi 迭代矩阵特征

值 产之间
,

满足如下函数关系式 (u + 7 一 1 )’一产声
。 ,

令 产一谓
,

得

(。 一 l + 7 )
2
- 一 月

Zy Zu ,

(1 2 )

展开得 少一 〔2 (l一7 )一夕
, y ,〕。+ (l一 y )

2
~ 0

.

其中
, 产为 Ja e o bi 阵 J

Z

的特征值
, u
为 L

r , r

的特征

值
.

由于假定 尸有且只有一个固定值
,

于是令

△ 一 b Z
一 4a c = 〔2 (1 一 y ) 一 夕

z 了2

〕
么
一 4 (1 一 7 )

z
= 月

2 7 2

〔夕
2了2
一 4 (1 一 7 )〕= 0

.

(1 3 )

若夕笋 o
,

)护。
,

则方程 (1 3 )成为 尸户 + 4y 一 4 一 o ,

它有 2 个实根

、 2 (一 1 + 必厂石两) 二 、

1 1
一 ,

~

一
-

—
.

一
万妥一一

明

一
- 一一一 艺义 , 2

-
尸

-

一 2 (1 + 了1 + 产)

产
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一

块 A O R 迭代解最小二乘间题的最优收敛性

这时方程 (12 )有二重根
,

即
。一〔2 (1 一 7 )一 ,

2y2

〕/ 2一 1 一‘一

告,
2 y2

·

由文 〔3〕知 A O “ 迭代可看

作 S O R 迭代的外推
,

且其特征值之间满足关系式 几一 : u + (1 一 : )
,

若令 几一 : (t, 一 1) + 1 ~ 0
,

易

得
: 一 1 / (l 一u)

.

再将
, 一。 /y 代入上式

,

得 。一ys 一 y/ (1 一 。)一 1 / 〔1 + (1 /2 )月
2

均
,

从而对应于

7 , , ) :

分别有 。1
= l / 丫1干刃万

,
。2

- 一 z / 丫了干刀万
.

因此
,

当取 (7
, , 。:

)或 (2
2 ,
。:

)时
,

产(乙手芍二)~

o ;
所以

,

当且仅当产 有一 固定值 (即 产一动时
,

P( 耳戈)= 。
.

显然
,

这比 SO R 迭代的最优值 (最

小谱半径 p (L才)一 , /( 1十 丫1干刀
忍)

2

〕‘
, ,
好得多

·

由于连续性
,

因此至少在 产很接近 不的情况

下
,

我们可以找到最优 A O R 方法
,

此时最优 A O R 方法 比对应的最优 SO R 方法好
.

顺便指出
,

文 〔5 〕也讨论用 2 一

块 A O R 方法求解最小二乘问题 (1) 的收敛性
,

但其所用的

A O R 迭代矩 阵特征值与相伴的 Jac o bi 迭代阵特征值之间的函数关系式是错误的
,

因而导致

错误的结论
.
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