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超静定预应力连续结构中等效荷载计算

林 雨 生

0土木工程系2

摘要 讨论超静定预应力多跨连续结构在考虑摩擦摄失等影响时
,

预应力筋所建立的有效预应力或

有效预拉力的分布
,

推导出等效荷载的计算公式
·

关健词 等效荷载
,

超静定结构
,

有效预应力
,

有效移拉力

; 前吉< 4翎 , ‘二 

预应力超静定连续结构和一般的预应力静定结构
,

在 内力分析时较大的区别是预应力对

结构的作用
,

它除了由于预应力筋对构件截面重心轴的偏心作用而产生的主弯矩外
,

还由于主

弯矩引起的结构的变形受到约束 0通常是支座的约束 2
,

因而在结构中产生了次弯距
5

对于次弯

距的求解可用经典的叠加分析方法来计算
,

文 〔�〕还提 出一种新的求解方法
,

但工程中依然广

泛地采用荷载平衡法或等效荷载法
,

即把曲线预应力筋在施加预应力时产生的与构件轴线相

垂直的竖向力—等效荷载来平衡或抵消一部分外荷载
,

或者把等效荷载作用在结构上
,

通过

结构力学的分析求得的综合弯矩与主弯距之差而求解次弯矩
5

因此等效荷载的正确与否和所

求的次弯矩有很直接的关系
,

尤其在近年来超静定连续结构广泛运用于房屋结构中
,

预应力筋

多采用曲线的连续布置形式
5

这种连续布置的预应力筋与孔道之间的摩擦力的影响使预应力

筋上所建立的有效预应力在连续的预应力筋各截面上的分布具有较大的变化
,

因而对等效荷

载沿构件轴线方向的分布也产生较大的影响
5

本文直接由预应力筋各截面所建立的有效预拉

力推导等效荷载的计算公式
,

以便于求解连续结构的次弯矩
5

4 等效荷载的计算公式

在超静定预应力多跨连续结构中
,

为抵抗正负弯矩
,

预应力筋的形状一般可采用连续布置

的由几段不同曲率的抛物线形式所组成
5

如图�所示
5

图中
,

�一 =
,

=一7
,

7一 �
,

�一>都可以采用不同曲率的预应 力筋的布筋形式
5

现取=一 �间的梁

本文 � 6 6 =
一
� =

一
� >收到

5
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段为隔离体
,

为了便于分析
,

假设该梁段的预

应力筋的曲率是不变的
,

若采用图=所示的座

标时
,

则可以写出其方程式为

�≅
, ,

�≅ Α 儿 一 夕。

Β Χ 一 爷 Δ Ε

十

一
Δ Α Β 。 ,

0�2了 4Φ 一
’

4 一
’

 ” ’ 、 一 ‘

式中
,

4 为计算的抛物线的跨度
,

≅ 为计算

的抛物线的矢高
,

Β 。

为初始点预应力筋的座
图� 预应力筋曲线布: 示意图

标
,

ΒΓ 为计算抛物线段 Δ 一 4 处的预应力筋的座标
5

在图 = 0Γ2 中
,

Β 。 ,

肠 即分别为图�中=
,

�点

处预应力筋的座标
5

对于等效荷载的计算
,

亦可以采用图= 0Η 2的座标体系
,

即令 Β 。
Ι 。,

挑Χ 85

由此
,

上式可以写成局部座标体系的计算式
� ≅

, 5

�≅
Β ϑ 一 下了 Δ

一

十 一犷 Δ
& 一 &

0= 2

即所求的等效荷载值与 Β 。 ,

Β
。

无关
5

这是

因为预应力筋曲线形式的任何线性变换都

不影响等效荷载值的计算
5

〔, ,

若设预应力筋在施加预应 力时产生的

主弯矩 为 从
,

次弯矩 为 从
,

综合弯矩为

从
, ,

则很容易由预应 力筋对中心轴的偏心

矩求得主弯矩为

0Γ 2 0Η 2

图= 预应力筋的局部座标

材
5

一 ∋
二 5 93 Κ Γ ·

少 ,

07 2

式中
,

∋
二

为预应为筋中各截面所建立的有效预拉力
, Γ
为曲线布置的预应力筋计算截面处的

切线和 Δ 轴线间的夹角
5

因为次弯矩沿梁的轴线方向呈线性分布
,

所以可得 Λ5 Χ %
·
Δ Α Μ

,

其中 %
、

Μ 均为常数
5

由此
,

综合弯矩为

材扁二 材‘Α 材去一 ∋
二 一 9 3 Κ Γ 5

夕 Α %
5
Δ Α Μ

5

0� 2

若以 叭 表示等效荷载沿 Δ 轴线方向的分布
,

则可由荷载和弯矩之间的微分关系解得

Ν
Ε

Λ
Χ Ο

一下不汁 Ι 闭
名

Χ 〔户 二 5 Π 3 Κ Γ ’

Β
Γ

5

工一

0> 2

如不考虑预应力损失的影响
,

即有效预应力沿预应力筋的分布为常数
5

当张拉端预应力筋的张

拉控制力为 ∃ Χ 时
,

∋
二
一∃ Π3 。 ,

且如预应力筋的形状比较平坦时
,

即可近似地解得
。3Κ 。Χ �

5

由此得

哎终
竺 一 、 一 0∃ 。。 ·

, 2一 ∃一
Β”

Γ Θ
一

0Ρ 2

式 0Ρ 2即为不考虑预应力损失影响的等效荷载的表达式
5

对于二次抛物线如式 0=2
,

得

、, 、、工厅Σ一只∀
 
‘、了几
、�≅一4

Β 即
Χ 一

5

,

一知
1
·

‘

06 2

Α咖Τ≅尸Τ≅种刁

Ν
Ε

Λ
5 。

豆妥犷 Χ 叽
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表示不考虑预应力损失影响时
,

对于于二次抛物线形布置预应力筋的预应力结构在施加预应

力时引起的等效荷载为一常数
5

对超静定结构的计算
,

用式 062 所求得的等效荷载将存在较大

的误差
,

因为曲线连续布置的预应力筋由于摩擦损失的影响引起的预应 力筋的预拉力凡 沿预

应力筋轴线是变化的
5

根据式 0>2 可得

叭 一∋
二 ·

Π3 ΚΓ
·

尹 十 ∋
二 ·

Π3 Κ 44Γ
·

Β Α ∋
二
44Π 3Κ Γ ·

Β

Α Ε∋
二9 3 Κ , Γ ·

少‘

Α Ε∋
Δ ‘9 3 Κ‘Γ ·

少 Α Ε∋
二‘ · 9 3 Κ Γ ·

夕, ,

0�8 2

式 0�。2即为等效荷载的计算式
。

= 预应力0预拉力2沿预应力筋的分布

对于二次抛物线的布筋形式
,

预应力筋在张拉时与孔道之间的摩擦力引起预应 力的损失
,

使预应力筋中所建立的有效预应力或预拉力发生变化
,

而硷的收缩
、

徐变和钢筋的应力松驰可

视为沿预应力筋是不变的
5

预应力筋上所建立的有效预拉力和摩擦力的关系可由下式求得

∃ 一∋
二

“ 一 凡宪 0� � 2

Ο
Ο Ο

Ο
, 。

一 Ν4
妙

二

一 洲一 川
二 ’

Γ “ Χ 一 川
二

万
,

0� = 2

式中
,

∃ 为有效预拉 力 ∋
二

挠微角 Ν 3 所产生的法向压力的分量
Υ ‘ 为预应力筋曲线半径

Υ 产

为摩擦系数
5

移项后
,

两边积分得

ς之赘一
。

ς
,

“
0� 7 2

;
二 一 ∗; ∋

,

一峨即
∋

二
一 。 一爪

Ν “
,

0� � 2

0� > 2

式中 ∋
。

为张拉端有效张拉力
5

同理
,

考虑了孔道偏摆效应或长度效应引起的预应力损失后的影响
,

则有效预拉力 ∋
二

可

写成

Υ 二
一 Υ

, 9一伽一工
Ν∗ ,

0� Ρ 2

式中 Ω 即为考虑了孔道每米长使局部偏差的摩擦系数
。

其中

一 ς巡 一

 ∗ . 二

Γ Σ 9 :Γ ; Β ,

一 Γ Σ 9 :Γ ; Β 3

0�? 2

「
盆

⋯
,

�
‘ 尹 , , Ξ

⋯
5

�
, , , ,

一
、 、

一 Ψ 丫 � 十 Β
一 3 Δ 一 飞丁互布 气七Β 邝 丫 � 十 Β

一

十 二子‘; &Β
‘

十 丫 � 十 Β
一
少 

 8 4Β 4 乙

分
产

阳月

〔华石丁小冬
, , 0Β

, 。
Α 石丁玩兀〕Ζ

,

“
0� Τ 2

式中
,

了
。

为 夕在 Δ Χ 3处的值
,

即犷
。
一 �≅[ 4

5

对于二次抛物线的布筋形式的预应力连续结构
,

可分别取其局部座标
5

将式 0? 2
、

0Τ2 代入式 0� ? 2
、

0� Τ2 后再代入式 0� Ρ 2即可求得预应力筋所建

立的有效预拉力的分布
5
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当考虑锚具变形和预应 力筋回缩引起的预应 力损失的影响时
,

在反向摩擦影响长度范围

内的有效预拉力的分布可写为
‘”

∋Δ
了 一 ∋ 二

一 Ε∃ Π3  了0卫 十 Ω 2 04, 一 Δ 2
,

.’
0� 6 2

Γ ,
,

� 8 8 8几
。一

一�
—

、专
0∴ [ Σ5 十 Ω 2

’ 0= 8 2

式中
, 八 为圆孤曲线预应力筋的曲率半径

,

4, 为反向摩擦影响长度
, Γ
为锚具变形和钢筋回缩

值
,

,
]

为预应力筋弹性模量
, 氏

。。

为张拉控制应力
5

对于多跨预应 力连续结构
,

锚具损失引起的

有效预应力的变化在边端跨 4了的范围内
, Σ 。

可取 乓‘� [ Ζ尹 Ζ
5

7 等效荷载的求解

根据上述推导
,

等效荷载的计算可式由 0� 82
、

0� Ρ 2联立求解
5

则 ∋Δ 一∋
5 9一 “。 ,

解得

∋了 ϑ 一 ∋
, · 9 一叨

· ⊥ _
‘ ,

∋厂一∋
, · 9 一 “_ 0“ _

, =

Α ⊥ _
”
2

,

若令
∀”一‘

加
十 Υ

丁八

0= � 2

0= = 2

“_
,
Χ Ω 丫� 十 夕

]
十 声 Υ

�

ΖΒ
”

Α 夕
= 0= 7 2

浏
一‘

芳兴袭
Α “ =Β

‘
一 Β ”

ΖΒ
”

Ζ

04 Α 少 , “
2
=

0= � 2

�
Π 3 Κ Γ ϑ

一

万下乒
’ Π3Κ

, 。 ϑ 一 一Χ

艺止= 生一
04 Α 少 , =

27[ ]
9! Κ 4’Γ ϑ

少”= 0=夕
‘=
一 4 2

04 Α 夕‘,
2
“Φ ]

· 0= > 2

将式0= 7 2
、

0= � 2代入式 0= 一2
、

0= = 2和式0= > 2后再代入式0�8 2
,

即可解得等效荷载的分布值
。

当考

虑锚具回缩损失产生的影响时
,

由式 0� 6 2得

∋
, 汀 Χ ∋

‘二
一 Ε∃ Χ 4, 0产[ Σ 。 Α Ω 2

5

0= Ρ 2

并将 ∋汀
、

尸汀分别替代式 0� 8 2中的 ∋
二 ,

尸
二 ,

且 ∋ ,’Δ 一 。
,

则可求得张拉端 4,
长度范围内的等效

荷载的分布
5

� 计算实例

设一预应力三跨连续梁
,

考

虑其对称
,

如图 7所示
。

配置连续

的抛物线形预应 力筋
5

如考虑了

硅收缩徐变和钢筋应力松驰引起

哎哎乏生多布李水返返⎯⎯⎯ 戈屯屯屯

图7 预应力筋的布置方案

的预应力损失的影响
,

张拉端有效预拉力的 ∋
‘

Ι �Ρ � 3α ∃
,

0∃
‘
5 二 � Τ8 8α ∃ 2

,

钢筋弹性模量 瓦

Χ Ε Θ ∗!
−
∃ [ β β

, ,

‘
。

Χ ∗!� 3∃ [ β β
’

5

锚具变形和钢筋回缩值
Γ Ι 4β β

5

孔道和预应力筋间的

摩擦系数 Ω Ι 8
5

8 87
,

产一 8
5

7>
5

计算预应 力在结构中产生的等效荷载的分布
5

根据图 7
,

取 % Μ
、

Μ 1 和 1 _ 三段曲线
,

分别按各自的局部坐标计算
。

由式 0=2
、

0? 2
、

0Τ2 求
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得 ,
、

少,

和 , 4,
0表 42

,

再由式 0� Ρ 2
、

0= � 2
、

0= = 2
、

0= > 2求得各曲线段不同截面的计算参数 0表 = 2
,

并

代入式0�8 2即求得相应的等效荷载的分布值
5

其中在 4, 的长度范围内
,

考虑了张拉端锚具变

形和钢筋回缩的影响
。

表� 各曲线段的 Β
、

了
、

尹

曲 线 段 / /’ /”

% Μ 一 8
5

8 8 Ρ 6 Δ ] 十 8
5

� 44Δ 一 8
5

8 � 7 ? Δ Α 8
5

� � � 一 8
5

8 � 7 ?

Μ 1 8
5

8 > >Ρ了 = 一 8
5

= 8 8 Δ 8
5

� �� 8Δ 一 85 = 8 8 8
5

� � �

1 _ 一 8
5

8 � 8 Ρ Δ = Α 8
5

� > 7Θ 一 8
5

8 8 = � 8 Δ 十 8
5

� > 7 一 8
5

8 = �

表= 各曲线段不同截面计算参数

预应力筋位置 ∋Θ ∋Θ 产
∋Θ 即 1 ! − Γ 1! −

, Γ 1! −、

工Ι 8
5

8 8

Δ Ι 85

Δ Ι 85

�> � �
5

7 7 6

� > 7 =
5

= Τ �

� > > 7
5

� � ?

� >? �
5

Τ � �

� >>6
5

7 = >

� > 7 6
5

? � �

� > = 8
5

� 8 6

� > 8 �
5

7 = >

� � Τ =
5

� 6 >

� � Ρ 7
5

6 = >

� � � >
5

Ρ �?

曲 线

� =
。

Τ> 6

� =
5

66 Ρ

� 7
5

� 7 >

� 7
5

= Τ ?

一 � =
5

� Ρ =

一 � =
5

8 � =

一 � �
5

Τ> Τ

一 � �
5

? 8 =

一 � �
5

> � 7

一 � �
5

7 Τ =

一 � �
5

= � 6

曲 线

一 > Τ
。

� ? 6

一 >Τ
。

7� Ρ

一 > Τ
5

8 > =

一 >?
5

> 6 >

一 >Ρ
。

6? 6

一 >Ρ
5

= 8 ?

一 >>
5

= Τ?

一 > �
、

= 7 8

一 >7
5

8 > 8

一 > �
5

? Ρ =

一 > 8
5

7 Τ�

曲 线

一 � =
5

Τ � Τ

一 � =
5

Ρ Τ Τ

一 � =
5

> � >

一 � =
5

7 6 �

一 � =
5

= = Ρ

一 �=
5

8 > �

% Μ

。

8 8 8

5

8 8 8

5

8 8 8

5

8 8 8

5

8 Τ 6

5

8 6 �

5

8 6 Ρ

5

8 6 ?

。

8 6 6

5

� 88
5

� 8 �

Μ 1

。

8 7 6

5

� � =

。

6 7�

�
。

� � Τ

�
。

Τ 6Ρ

=
。

7 > �

=
5

? > 8

7
5

� � 7

7
5

� 7Ρ

7
5

? � >

7
。

6 � ?

1 _

。

8 Ρ7

5

8 ? Ρ

5

8 Τ 6

5

� 8 =

。

� � �

。

� = Ρ

。

6 6 7 ΤΤ�

5

6 6 Ρ昨7

。

6 6 ? ? Τ>

5

6 6 6 8 � �

。

6 6 6 ? >7

�
5

8 8 8 8 8 8

5

6 6公? >7

5

6 6 6 8 � �

。

6 6 ? ?Τ>

。

6 6 Ρ 8 ? 7

。

6 6 7 ΤΤ�

5

8 8 ��6 Ρ

5

8)�=饰
5
8)86 8 Τ

。

8 8 8 Ρ 8 Τ

5

8 8 8 7 8 >

5

8 8 8 8 8 8

一
5

8 8 8 7 8 >

一
5

8 8 8 Ρ 8 Τ

5

8 8 8 6 8 Τ

一
5

8 8 � = 8 >

一
5

8 8 � � 6 Ρ

一 8 8 8 � ?Τ

一 8 8 8 �Τ =

一
,

8 8 8 � Τ�

一 8 8 8 � Τ ?

一
5

8 8 8 � Τ Τ

一
5

8 8 8 � Τ Τ

一
。

8 8 8 � Τ Τ

一
5

8 8 8 � Τ ?

一
。

8 8 8 � Τ �

一
。

8 8 8 � Τ =

一
5

8 8 8 � ? Τ
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第�期 超静定预应力连续构中等效荷载计算 � ? >

> 讨论

042 等效荷载的分布是一条微微弯曲的曲线

分布
,

其凹凸方向和预应力筋的抛物线的凹凸方

向相同
5

0=2 等效荷载值随 Δ 的增大而呈下降趋

势
,

其递减速度亦随 Δ 值的增加而增大
5

072 本例

题中 % Μ 曲线段的 Μ 点处等效荷载值 吻 和不考

虑摩擦损失值 肠之 比相差 7�
5

7 δ
,

在 Μ 1 段的
Π

点处相差 =>
5

> δ
5

可见摩擦力损失的影响须予考虑
。

、、、一

了
’’

555
‘]]]

图� 预应力等效荷载分布

表 7 各曲线段不同截面的等效荷载

预应力筋位置

—Δ 出 8
5

8 8

工Χ 8
5

� 8 &

Δ Ι 8
5

= 8&

Δ Χ 8
5

7!&

Δ Χ 8
5

� !&

二Ι 8
5

> 8&

Δ 二 8
5

Ρ!&

Δ Ι 8
5

? 8&

Δ Ι 8
5

−!&

Δ Ι 8
5

6 8&

Δ Ι &

等 效 荷 载 叽 0Ω∃ [ β 2

% Μ 段

一 � ?
5

= Ρ=

一 � Τ
5

7 � ?

一 � 6
5

� 8 =

一 = 8
5

� = =

一 = �
5

6 6 >

一 = �
5

= � 8

一 = 8
5

7 Τ =

一 � 6
5

> � ?

一 � Τ
5

Ρ = 8

一 � ?
。

Ρ 6 Ρ

一 � Ρ
5

? > 8

Μ 1 段

� Ρ Τ
5

7 = ?

� Ρ Τ
5

8 � Τ

� Ρ Ρ
5

= = 7

� Ρ =
5

Τ � �

� > ?
5

6 � 6

� > �
5

Ρ � ?

� � �
5

8 6 7

� 7 >
5

� ? =

� = Ρ
5

8 8 >

� � >
5

6 7 =

� 8 >
5

� 6 Ρ

1 _ 段

一 = Τ
5

Τ 8 �

一 = Τ
5

= Ρ 7

一 = ?
5

> Τ 8

一 = Ρ
5

? > 6

一 = >
5

Τ� 8

一 = �
。

? � �

一 = 7
5

> Ρ 6

一 = =
5

7 8 Ρ

一 = 8
5

6 Ρ Τ

一 � 6
5

> ? =

一 � Τ
5

� 7 Ρ

本文直接由预应力筋中所建立的有效预拉力出发推导了等效荷载的计算公式
5

适用于各

种长度和不同转角的二次抛物线预应力筋的预应力结构的等效荷载的计算
5

该式易于在微机

上使用
,

可提高计算精度和扩大适用范围
5

也便于各种简化计算时的比较和参照
5
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