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非线性椭圆型方程混合边值
问题解有界模估计
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摘要 本文用 比较原理与构造辅助 函数得到拟线性椭圆型方程混合边值间题解的有界模估计
,

以及

; 3< 9= 迭代法导出散度型椭圆混合边值间题弱解的有界模估计
5

关锐词 非线性
,

椭团型方程
,

有界模估计
,

比较原理
,

; 3 别汀 迭代法

本文将讨论散度型及非散度型椭圆方程混合边值问题的有界模估计
5

首先
,

对于内
、

外边

界分别为
< > 、? ?

的环形域 艺1≅ Α #
, ,

考虑如下间题

Β
) Χ
三

Δ ‘Ε0Φ 2Γ 3 Χ Η Ι 0Φ
, Χ ,

Γ “ 2 ϑ 8 , Φ 9 艺
,

Κ ? 。
三 Γ

4 Χ 十 夕0Φ 2Χ 一 汀Φ 2
, Φ 任 < ? ,

“ 一 必0Φ 2
,

Φ 任 Λ Μ5

042

这里 刃满足内部球条件
,

万任 ? , ,

Γ
,

是
? ?

上每一点处给定的外余法向导数
,

石表示外法向
5

假

定

3 0 又Ν登Β
“

簇 Δ 仃0Φ 2氛
·

毛簇 % Ν右�
Μ ,

+ Φ 〔 万
,

泞任 Α #
’ ,

0Μ 2

夕0Φ 2 2 风 Ο 8
,

Φ 任 < , ,

07 2

其中 久
、

%
、

尹
。

都是正常数
5

在导出 Κ + Π 0�2 的古典解有界模估计之前
,

先建立一个比较原理

引理 � 设
Χ 、Θ 任产0工2 Ρ Σ4 0万2满足

、了、5产、
5产

乙几只口丹!
了、了、矛=、

Β
) Χ
》)+

,

Β
刀Τ Χ 簇 刀 ∗Θ ’

:
“ 簇 Θ ,

Φ 任 艺
,

Φ 9 < ? ,

Φ 〔 Λ Μ
5

又设式 0Μ 2
、

07 2成立
,

了0Φ
, Υ ,

Π2 9 Σ4 0工Φ Α # Φ Α #
,

2
,

人0Φ
, Υ ,

尸2 《 !
,

+ 0Φ
, Υ ,

Π2 任 工火 Α # ς Α #5
,

本文 � 6 6 7一8 �一Μ Ω 收到



� Μ Ω 华 侨 大 学 学 报 � 6 6 7

那未在 刃 中
, “
成二

证明

伽 一 )Θ ≅ Δ ‘, 0Φ 2
·

〔Γ
3 Χ 一 Γ

‘,Ξ 〕Η Ι 0Φ
, Χ ,

Γ 。 2 一 Ι 0Φ
, 。 ,

ΓΘ 2

‘ Δ 叮0Φ 2
·

Γ
‘, 0Χ 一 。 2 Η 口0Φ

, Χ ,
Γ Χ 2 一 Ι 0Φ

, Χ ,

ΓΘ 2〕

Η 〔Ι 0Φ
, 二 ,

Γ Θ 2 一 Ι 0Φ
, 。 ,

上玩
4

2〕

一 ΔΨΕ 0Φ 2
·

Γ,Ψ 0Χ 一 。 2 十 人0Φ
, 。 ,

肠 Η 氏0ΓΧ 一 ΓΘ ”

·

众 0Χ 一 。 2 Η 人0Φ
, Θ Η 夕0。 一 。 2江入沙2

·

0Χ 一 。2
,

08 Ζ 夕Ζ � , 8 Ζ 氏0 � , Ψ 一 4
,

Μ
,

⋯
, Ρ 2

5

记 Χ 一 Θ ≅ [
,

几
‘
0Φ

, Χ ,

ΓΘ Η 氏0ΓΧ 一伪 22一∴ ‘0Φ 2 04簇Ψ簇 Ρ 2
,

人 0Φ
, 。Η 夕0“一。2

,

历 2二 Σ 0Φ 2成 3
·

从而把式 0� 2一 0] 2化为

=&[ 三 Δ ‘0Φ 2
·

Γ
‘Ε二 Η ∴

‘
0Φ 2

·

Γ
‘
[ Η ‘ 0劣2[ 》 3 , Φ 任 刃

,

,

召, [ 《 8 , 二 〔 < , ,

Τ
,

。 镇 8
, Φ 任 < ? ,

因此据极 Ψ 在 艺中 [ 0 ! ,

即
“
《Θ5

定理
’

Μ 2
、

072 成立
,

Ι 任。,
0刃Φ Α # 又 Α #

,

2
5

如果存在常数 产> 、

凡妻。
,

使得

夕上
< ⊥ Ρ 二

蕊再 Η .

华
> ,

Θ 0Φ
, 二 ,

, 2 任 云Φ Α 尺 又 0Α 尺一 Β3 Ν2

Δ 、 “

户ΨΠ Ε 一
∗Π ∗ ΤΠ Τ

_

�一风

那未对
, 9 Σ 公0乞少【、9 Ψ

0刃2满足 Κ + Π 0� 2
,

都有估计

<呈Ξ 4
“
4《 <牡

Ξ 4沪∗ Η −Χ Ξ Ν甲Ν Η
Σ ,

‘Μ

0⎯ 2

这里
Σ ≅ Σ
伽

, ,

产? ,

几
,

%
,

α ΨΔ β 艺2

证明 定义算子 西

夏Θ ϑ Δ ‘, 0Φ 2
·

Γ
‘,Θ Η Ι 0Φ

, Χ ,

ΓΘ 2
5

不妨设 艺位于带形域 !Ζ Φ ,

Ζ α 中0αΨ Δ β 工一α2
,

取 Θ0 Φ 2 ϑ ? ,
一产

? ,

这里
‘, 、 Δ

为待定正数
5

在 召Η 一 ΒΦ 〔工Ν
“ 0二2Ο 8 Ν中

,

有

颧 ‘一 旦

琴黔兰
、� 一誉

一
乡一

若取
。
足够大

,

则在 艺
Η
中

,

夏
Θ Ζ 3 ϑ 夏‘

在
? ? 上

,

Γ
χ。Η 月0Φ 2Θ 二 一 。Δ

δ
, 。3 ? 0苏

, Φ ? 2Η 月0Σ
,
一。“5

2
,

若取
。?

2 尹Η 床
’
0< Χ Ξ 4δ :Η Δ99α

, _

·

%2
,

则 Γ 四 Η 如 2 − Χ Ξ Ν列2 归Γ , Η 夕
“ >
若取

‘?
2 洲 Η − Χ Ξ Ν引

,

则在
< ? 上

, Θ
〕− Χ Ξ Τ刻妻沪_

几 5 Μ 、

“
5

于是当取
‘?
充分大时

,

有

Ν咖 2 舀
,

Ν
刀 4Χ 簇 ” ∗Θ ’

4
Χ 簇 Θ ,

工 任 艺Η ,

Φ 任 Λ � ,

Φ 9 < ? ,

因此由引理 �
,

在 万Η
中

Χ 镇Θ5

完全一样地在 艺一 ΒΦ 任别 Χ0 Φ 2Ζ 8Ν 中可证明
“》一 Θ ,

所以 4Χ4 簇
Θ ,

故有估计式 0⎯2
5

下面考虑散度型方程的混合边值问题
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Β
Γ

‘
0Δ 叮

·

Γ ΥΧ Η ∴‘Χ 2 Η Σ ‘ ·

Γ
‘Χ Η α

· Χ ϑ ⊥ , Φ 任 艺
,

Χ 一 尹, Φ 任 Λ � ,

0Δ
‘, Γ , 。 Η , ‘“ 29 3 < 0石

, Φ ‘
2 Η 夕。 ϑ 沪

, Φ 任 < ? ,

0Ω 2

06 2

0� 8 2

这里石为
? ?

上点的外法向量
, 尹任[ “ ’0万2

5

记
‘> 0艺∀ ? ?

2ϑ ΒΧ 任“0艺2 ,
< Χ Ξ Ξ Χ Σ 仁艺∀ ? ?

Ν
,

而 [ 丢“0艺∀ ? ?
2表 比0艺∀

? ?
2在 [

‘
·

舍
0艺2中的

闭包
5

从 <3 ∴。49 Θ 空间理论知
,

 
?
ΝΓΧ 一α 二 与 55 ⋯

。,
,
? 0? 2是空间 二 >沼 0? 。? ? 2的等价范数

,

且成

立如下的嵌入定理 εΥφ

引理 Μ 若
Χ 任[ 丢

·
三
0艺∀

< ?
2

,

则有
一

ΝΝ
Χ
ΝΝ
乙
禹

0” 毛 ‘
ΝΝΓ

Χ
ΝΒ

? Μ 0Υ 2

Ν∗
Χ
Ν∗

? 兰
兴尹

《‘ 2

簇 ‘
��Γ

Χ
Β4

? ? 0? 2
0Ρ 2 7 2

,

这里 1 是一个几何常数
> 当 Ρ ϑ Μ 时

,

Ν∗
·

Ν4
?
态。和 ��

·

“
? 兰

裂
Μ 0
。可用 Ν4

·

ΝΝ欢
Φ 》和 ΝΝ

5

Ν叭。代替0Μ Ζ :Ζ 十 Σ3 2
5

如果
Χ 〔[

‘
·

名0艺2满足
Χ 一 甲9 [急

’

名0万∀
< ? 2

,

并对所有
Θ 任[ 忍

·

名
0艺∀ , ?

2

 
? 〔0二。

· Η ∴Ψ ∀ 2
·

。
‘+ 一 0一Γ

‘· Η α ∀ 2+ 〕α ς

一肠αΦ Η

 ,
?

〔‘一阳Θα
‘ ,

0� � 2

则称
?
为 Κ + Π 0Ω 2一 0� 8 2的弱解

5

关于 Κ+ Π 0Ω2 一 0� 8 2的弱解的极值原理
,

可见文〔7〕
5

为导 出 Κ+ Π 0Ω2 一 0� 82 的有界模估

计
,

这里先建立弱解全局有界性
5

定理 Μ 假定存在正常数 从人 使

又Ν泞Ν
名

簇 Δ ‘, 0Φ 2右
‘ ·

右, 0 % ∗
产 ”

,

+ Φ 任 艺
,

登任 Α #
’ ,

ΒΝ风
一 Μ 0 Β∴

‘

Ν
Μ

Η Ν
Σ ‘

Ν
Μ
2 Τ Η 人一 ‘0Να 4Η Ν⊥ Ν2 】Ν

?号
‘, ,

镇 %
,

⊥ Ο Ρ ,

Ι4几
一 ,

0∗必4Η Τ夕∗2 4Ν扩
0·? 2
簇 %

,

Ξ Ο Ρ 一 4
,

Χ
是 Κ+ Π 0Ω 2一 0� 8 2的 [

‘
·

? 0万2解
,

则
。〔& ” 0刃2

,

且有

0�Μ 2

− Χ Ξ ∗
Χ
4成

Σ Β ∗Β
Χ
4Β

? Μ 0? 、 Η :∗Γ “ ΝΒ护
0? , Η − Χ Ξ 5甲4 Η Ν5 ⊥ Τ∗诱“

,

Η Β∗矽ΝΝ扩
0? ?

小

Σ ≅ Σ 0又
,

%
,

Π
,

叮
, Ρ ,

α ΨΔ β 万
, <? 2

5

证明 以下将采用 ;3< 9 ? 迭代法来证 明之
5

令 4二−叩 】叫2 3 ,

对 γΟ 3 ,

舀》 �
,

取函数 (

果中如其

‘5

0Υ 2任Σ ‘0γ
,

Η Σ3 2
?

( 0Υ 2 ϑ Υ Δ 一 0γ Η 4尹
,

当 γ簇 Υ 镇∃ > ( 0Υ 2为线性函数
,

当 Υ Ο ∃
5

又令 [ 一 0Χ

一, 2· Η 、η十 , 2
5

在式。� � , 中取试验函数
二一ι 0二 , 一

丁几
‘
5(

,
。二 , 一αΥ

,

于是把式。� , , 化为

丁
?

一
Γ ,

二 Γ
,
ϕ

·

ι
, ‘ϕ 2η 一 Β

? “
、

二 ι
,
0ϕ 2

·

Γ
、
ϕ、ς

Η

Β
? 。

、
Γ

‘· Η α
一

⊥ 〕ι 0ϕ 2 α ς Η

Β
‘。

〔, 一 、〕ι 0ϕ 2α < ,

0� 7 2

因而利用式 0�Μ2 与 − Σ κ[ Δ = :Υ 不等式
,

立得如下估计
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可尸
,

‘ϕ ,
·

ΝΓ[ Ν
Μ
己ς 、
丁尹二

。,

二 。
,
0二 2

·

Ρ
‘

、
二

,

一

Β
? “二 ι

,
0ϕ 2

·

Γ
‘
ϕ己ς 、

Β
?

,∴Ψ ,
一

。
尸
0ϕ 2 5。

‘
ϕ 5、

‘
可尸

,
‘ϕ ,

·

,Γ[ Τ
λ
α ς

5

Η
矗∗

? 0? Ν。
>

一2
·

。
Τ
0ϕ 2
一

 二
,

Β
? 〔一。

‘· Η  
一

⊥ 〕ι 0ϕ 2 ς

、
丁
? 、

一
Ν。

‘
ϕ Τ Η Ν己一 Η 5 > ΝΝ

一
。

,

0二2 ς ,

工
?

〔‘一 ”〕ι ‘ϕ , α
“ 

, ?
0 , , , Η 5 , ,ϕ , ι

,
‘切2ϕ α<

簇
上

?
0

望
Η 5 , 5 2。

,
0ϕ 2ϕ

λ
 ? ,

0� � 2

0� Λ 2

0�] 2

0� ⎯ 2

所以可推得
5

= ϑ
5 , 、 5

μ
5 。 5

, μ

「ϑ
, , 、 5

ϑ
5 。

二
4 =

,

二
, ? , 。

⋯
。 、

ϑ
, ,

风∗ ι
,
0[ 2

·

4工玩。 ∗
?
α Φ 《Μ 8 5 ι

‘
0和2

·

�Γ [ �λα Φ Η 去 4 0艺 5夕Β
Μ Η Τ

? ‘

�
Μ 2

·

口 0[ 2
·

[ 名

αΦ一

, Υ 一 、

一
‘ ’

一 一
’

一 ϑ 一」? 一
、

一

”
一 一

’

一
’

� ‘ 工一
’一

”
’一 ’ ‘ 一 、

一
‘

一 一
?

「
, 。 5 ,

Τ⊥ Ν
、 μ

。, , μ
μ ‘

、
μ μ μ 5

Μ 2 μ 5

Ι
,

�沪Ν
, , 。 5 、 。, , μ μ

‘

、 μ μ

λ  
μ μ

_ =
5

∗ 、 矛“ 口 , �一 一下一
叫

Ε 一 七 , 、“口 Α 一 习口 “孟 门尸 ∗ 、 _ 飞产_ , 尸 挤尸 4声 一 七 , 、刃口 少刃口 “工
_

 工 月  
< ? 忍

,
μ

几 ,
、一 , 。

, 5 , ‘ 5 Μ

二
‘ 5

’

Μ 、 5 , 一 � , 5 ,

二 Ν⊥ Ν
、

μ 了 、一 � ,

�刻
, 5 8 5 、 一 。 Ρ

η
取 。≅ 子

,

记 厂嗯04吞
‘

5
’

Η 4?
‘

4
’
2Η 又一

‘
0 4α ,Η 嵘止 2 ≅ 石挤一 ‘0止冬&Η 5口42 ≅ 云

,

即有
,

“ �
’ =

5
‘、

ϑ
、 ’“

”
’‘ ’ 护 ’ = ’ 、 ’

一 ” γ
产 “ ”

’ 、

γ
‘ ’尸 ’产

” ” = 门

 
?

,Γ ( ‘ϕ , ,
’
α ς ‘ Μ‘
且
‘

·

‘(
,
‘ϕ , 一 , λ

αΦ Η

又
‘

·

‘(
,
‘ϕ , 一 ,

?

α< ,
·

“Ω ,

令益≅
。

5

当
Ρ Ο Μ 时

,

ΜΖ Υ 0 β ΨΡ Βν
,

Ξ Η 4 Ν
,

故由引理 Μ 和式 0� Λ 2立得

4Ν( 0[ 2 Ν4呈六
‘工 ,

Η ∗Ν( 0[ 2 ��至
姿

誓于犷
‘、,

成
Σ Β
’

十

?

苦
‘。

·

ΝΝ(
‘
0[ 2[ 4Ν里燕

‘Υ ,

护 0、 2 ·

ΝΤ (
,
0[ 2[ Τ∗至各

‘·? ,

Ν
,

取 γ ϑ 又一
‘

Β

ΝΝ( 0[ 2

刻 计 , Η ”列 扩0、 ,

Ν
,

则易得

��
?

六
‘, ,

Η �∗( 0[ 2 Ν4
? 兰

誓毋
0 ? ? ,

镇
Σ 0 ΤΤ(

,

0[ 2[ 4Τ
?
恶“ ,

Η ∗∗(
‘
0[ 2[ ��必

‘? ? ,

Ν
,

其 中
, ‘ ϑ ? 以

,

%
,

Ξ
, ν , , ,

￡
,

尹2
5

注意到 ( 0[ 2的定义
,

并让 ∃ ϑ 十 Σ3
,

这样从 [ 任&嚼 0万2门

刀聋 0, ? 2可导出 [ 任∗,
‘

概 0艺2 Ρ 乙
Δ

呼穿0<
?
2

,

故 [ 任〔门>
·

0? 2〕Ρ 〔门?
·

0?
?
2〕

5

易知

�∗[ Τ∗呈
“ , , · 。? ,

Η ��, Ν��ΔΦ
? , 0? ? ,

《 ‘于Β ��8 �Τ至
“ · 0? , Η ∗Τ [ ��加

0, ? 》Ν
,

, 、
一 ,

μ 匆 二 μ ΜΠ μ 云、 一 瘫、
,

其中,ν
公

ϑ 产气
,
Π ϑ ,产乙于

,
Φ ,
一云 Ο �

, Φ 一
于Ο �

5

ϑ 一
” ν 一 Μ

’了 Ξ 一 4
’

一 ‘

ν
‘

一
’

一 Ξ一
’

令一 β ΨΡ ΒΦ
4 ,

Φ ?

ΝΟ 4
,

那末

�∗[ ΤΒ至细
·

二、 Η 4Β[ ��至师
0? ? 、簇 Σ占0 ��

,

[ Β4如
· 。? 》Η Β�[ 4Β加

0? ? 2 Ν
,

于是

β Δ Φ 0一4[ Τ一产
· 。Υ , Η ∗一[ Β一

?

娜0, ? 》Ν成 0λΣ “2含β
Δ Φ Β ∗4[ 一

? 、· 〔? , ,

4Ν[ 一严
0, ? 》Ν

5

取 古一 Φ “ ,

, 二 3
,

�
,

Μ
,

⋯
,

经过迭代得
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β Δ Φ 、一Ν[ ��了
Η � , · 、。

,

一、 ΝΝ了
Η ? , 。

·? ,

2 成 0λΣ 2
‘

圣,
一‘ ·

Φ
‘

全产
’ ‘ ·

β Δ 二毛一:9 4一。
· 0? 》,

一Ν[ 一护
0, ? 》

让 , , Σ3
,

立得

−呈Ξ[ Η −之
Ξ[ 成

“ �

Β

镇
9 λ

Β ΝΝ刀认
声
ΝΝ

? , 0? 2 Η

[ ��沙
, 0。 Η ΝΝ[ Ν4护

0·? 2 Ν

ΤΝ[ ΤΒ
? ? 0? 》Ν0由嵌入引理 2

5

因此

− Χ Ξ Χ Η Η − Χ Ξ Χ Η
镇

Σ 7 Ζ ∗ΝΓ
“
ΝΝ

? ? 0? 2 Η �5
Χ
��

? ? 0 ? , Η 庵Η 4Ν
,

Υ
·

, ?

用0一
。2代

“ ,

同理可得

−叩 0一 Χ 2 Η Η − Χ Ξ 0一 Χ 2 Η
镇

Σ 7

Β Ν�Γ
Χ
ΝΝ

? ? 0。 Η ΝΝ
Χ
ΝΤ

? , 0? 2 Η γ Η 4Ν
,

工 , Υ

从而定理获证
5

最后建立弱解的有界模估计

定理 7 设式““’成立
,

炸 [ ‘”‘万,
,

”片
Ξ

4
, 4Ζ Η Σ3

,

且对+ Θ
2 3

, Θ 任[ 急
’

“￡∀ , ?
’有

丁
? 0α
一 ∴Ψ Γ

‘· , α ς 一

Β
, ?

如α
“

“
,

0� 6 2

那末

−
兰
Ξ 4“ 4成 −片

Ξ Τ中, Η
‘ 0 ,Β⊥ Ν, “

《? 2

Η 4Τ‘ΒΝ , 0, ? 2 ’

其中
, ‘≅ ? 0又

,

%
,

Π
, ⊥ , Ρ ,

￡
, < ?

2
·

证 明 由定理 “ 知
, “
在 ￡ 中有 界

·

令抄 回
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