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关于 / 4 ∃ 法的敛散性
‘
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摘要 本文给出一些易于检验的 / ∀ ∃ 法的敛 散性定理
·

获得的结果所涉及的算法和研究的敛散

范围
,

均扩广并包含了文〔�〕中的相应定理
6

关键词 / ∀ ∃ 法
,

收敛
,

发散

: 日卜奎
6

; ! 6 ‘二!

文【5< 给出了一些易于检验的 !=> 4 ?≅
,

Α =9 ΒΒ
一

ΒΧ ≅ΔΧ5 迭代法敛散性定理
6

然而
,

研究表明
,

这些定理 尚可进一步改进并推广到 / ∀ ∃ 法中
,

使之应用和敛散范围更广
,

使用更为灵活方便
6

本文所获得的结果
,

扩广了文〔5< 中的大部分定理
,

且使它们分别被包含在本文各个相应定理

之中
,

也是文【Ε〕结果的进一步推广
6

例如
,

对于 != > 4 ?≅ 迭代矩阵
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文【5< 中的所有定理均无法判别它 们的敛散性
6

而应用本文定理�和定理Κ易于判别
Φ

对于 Γ Φ ,

/ ∀∃ 迭代法 1隐含 != Χ 4 ? ≅和 Α = 9 Β Β二. Χ ≅Δ Χ 5迭代法 3收敛
Λ
对于 丑Φ ,

/ ∀ ∃ 迭代法 1隐含 != Χ4 ?≅和

Α = 9Β Β 一

.Χ ≅Δ Χ 5迭代法 3发散
6

详见后面的数值例子分析
·

为叙述方便
,

引入如下记法
Φ

设 != >4 ?≅ 迭代阵 Γ Μ 〔?
。
〕

,

%
+

∀ %
Φ
; 夕

,

∀ 凡
Φ
; % Μ 《�

,

Ι
,

⋯
,

· ,
,

% 一 � �一“一
。”一�

·

、一

买
,、 ,

,

“一

荟
,‘ ,

,

�一“ ,‘ ‘
,

‘任� ,
, � ‘ 一“ ,!∀ # ‘

,

‘。、 ∃
%

凡一 、, &∋
‘ (

,

,任、 ∃ ,

夕
) 一、、一反# (

,

‘〔� ∃
%

。一艺 ∗。小夕
‘
一艺 一。

。 ∃
,

民一习 ∗, , +
,

正价
‘ ’

正姚
’

‘
’

正凡
’

‘

汉一艺 &!
,

(
%

空集必
,

集合 − 一 . 一 / , ∗, 0 − 而 ,百. ∃
%

例如
,

对上面的 1 & ,

有 �一 2& , 3#
%

� )

正凡
一

‘
一

本文( 4 4 3一5 6一(7收到

福建省自然科学荃金资助项 目



Ι 7 Κ 华 侨 大 学 学 报 � 7 7  

一 Ν 
, � Ο

,

若取 %
Λ
Μ 15Ο

,

则 %
Φ
二 哎Ι

,

 
,

� Ο
,

% Φ 一 % Π Μ 咬Ι Ο
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若取 %
Θ
二 ΝΒ Ο

,

则 %
Φ
一 Ν5

,

Ι
,

� Ο
6

这

里预先说明
,

本文定理 中所取数集 %
, ,

夕
� ,

%
Θ ,

夕
Φ

皆非空
6

� / ∀ ∃ 迭代法

这里
,

我们采用与文【幻类似的记号
6

考虑线性方程组 & Ρ Μ >
,

其中 & 为
Σ
阶方阵

,

2 为已

知向量
6

设 & 可分解为 & Μ Τ 一。一‘
’

一( 一(
’

的形式
,

其中一‘一 ( 为 & 的严格下三角部分的元素组成的矩阵
,

一“ 一 (
6

为 & 的严格上三角部分的

元素组成的矩阵
,

Τ 为由 & 的对角元或对角块中元素组成的非奇异矩阵
6

引入双参数 夕
, 又,

则 / ∀ ∃ 法迭代格式为

Υ ‘, Π ‘,
一 1ΘΤ 一 介 一 解 3一

‘

Ν1Ι 一 ς 一 孟3Τ Π 1ς Π 人3 1‘
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6

1� 3

其 / ∀ ∃ 法迭代矩阵为

∋=
6

,
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,
二 1ΘΤ 一 介 一 妞3一以1Ι 一 ς 一 人3Τ Π 1ς 十 风31‘

6

Π (
6

3 Π 卵 Π 又‘Ο
6

1Ι 3

几种常见迭代法为其特例
Φ

当 ( ; 4
,

夕一 4
,

人; Ι时为 != >4? ≅迭代
Λ
当 ( ; 4

,

夕; Ι
,
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,
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Ι / ∀ ∃ 法的敛散性定理

由文【幻第三节我们有下述定义和引理 �
6

定义 对于 != Χ 4 ?≅阵 口一 +一Τ 一
恤一Τ 一 �

1。Π ‘
6

Π Ω Π (
6

3Μ 云Π 云
’

Π 了Π 户
6 ,

若 产1Ο刃 Ο3Ψ

Ζ 1Ο云ΟΠ ‘云
‘

+Π 5矛+十 5矛
’

�3[ �
,

则称 滩 ; Τ 一‘一。

一沪一(
’

为 万
一

矩阵
6

引理 � 如果 & 二 Τ 一 。一 。 ’

一( 一(
‘

是 )
一

矩阵
,

则当 夕3 ∀ , 又3 ∀
,

且∀[ 夕十又[ � ∴ 15十

尸1ΝΓ Ο33时
,

/ ∀ ∃ 迭代法收敛
6

引理Ι 对于任意的 ≅任%
、,

]〔% Φ ,

若 ≅ ,

]任% 一 ,

则恒成立
Ω 。一 价十风Π 匆风一久几[ 56

证明 因为 ≅ ,

]任% 一 ,

所以有
= ‘十层一?‘[ � ,

约Π 风Μ ?][ �
,

推出4镇浮[ � 一 =≅ 和。1 =] [ 5

一风
6

于是 价风[ 15 一 = ‘3 15 一风3
,

从而有 价, 二必 Π 几Π =≅ 层一 久风[ �
6

定理 �
6

在 != Χ 4 ? ≅阵 Γ ; +一 Τ 一’& Μ Τ 一 ’1‘Π 。’ Π ( Π (
’

户中任取一 %
,

仁% 一 ,

若对 ≅任 %
5 ,

]

Χ % Π ,

成立 Ω5< 一=5 Π 几Π =, 八一伪乃[ �
,

则当 Χ3 4 ,

人3 :
,

且。[ =Π 又[ � ∴ 15 Π ⊥1 _Γ Ο”时
,

/ ∀ ∃

迭代法收敛1且有 ⊥1 】Γ+ 3[ �3
6

显然
,

取 %
,
一% 一

则 %
Φ
Μ % Π Λ

且让 / ∀ ∃ 迭代法 153 中 ( ; 。
,

口; :
,

又Μ Ι和 ( “ :
,

ς Μ Ι
,

又二 :
,

即是文〔5〕定理 �
6

证明 若 %
,

护%
一 ,

则 %
Θ
一 % Π 护必

6

因 ≅任%
Λ

仁% 一 ,

对 ]〔从一% Π 有 ?,
[ 5

,

即 ]Χ % 一 ,

由引理Ι知成立
Φ ‘, [ �

6

若 %
,
; % 一

则 %
Φ
一 % 十

6

据此及定理条件知对 ≅任 %
Φ ,

]任%
Θ ,

恒成立 勺
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·

) 为非负非奇
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’
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·

因为 !∃
,
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‘
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则 尸0 !:
,

 3 ; 户0 !: ! 3
,

因此

<0 =: 73 # )
+

由定义知 > 一 ? 一 ‘一“ 一≅ 一≅
‘

为 ,
一

矩阵
+

从而 由引理 )知
,

当 Α李。
,

又3 Α
,

且 。# 夕Β 又#

ΧΔ 0  Β Ε 0 )召 ! 3 3时 Φ Γ Η 迭代法收敛
+

定理 ∗ 设 : 一 ! 一 ? 一 ‘> 一 ?
一 ‘

0‘十扩 十≅ 十 ≅
‘

3 为不可约矩阵
,

任取一 Ι
1
ϑ Ι 一 ,

若对 ‘任

Ι , ,

了Κ 戊 十 ,

成立 八, 一 氏 Β 局Β ., 月一必几# ) ,

且 Ι
,

护Ι 一
或

Λ。
簇 )中至少有一严格不等式成立

·

则当 ∃ 3 5
,

入3 Α
,

且 5 # 白Β 入# Χ Δ 0 ) Β Ε 0 !: ! 3 3时 Φ Γ Η 迭代法收敛 2
气

0且有 户0 !: ! 3 # ) 3
·

显然
,

取 Ι
 
; Ι 一 则 Ι

Μ
8 Ι

Β 1 且让 Φ Γ Η 迭代法 0 ) 3中 ≅ 一 。
,

夕二 5
,

又二 ∗和 ≅ ; 5
,

夕二 ∗
,

人一 。即是文

〔 〕定理∗
+

证明 若 Ι
,

护Ι
一 ,

则 Ι 2
一 Ι Β 共曰

,

因 ∋任Ι
 

仁Ι
一 ,

对 Ν任Ι 2 一Ι 十
有 乞# )即 (任Ι 一 ,

由

引理 ∗知成立 Λ∋( # )
+

若 Ι
,
8 Ι

一 ,

则 Ι
2
一 Ι Β

+

据此及定理条件知
,

对 ∋ ∃ Ι 2 ,

(任Ι
2 ,

恒成立 Λ∋∋

; . ‘Β 几十 .( 口
‘
一久几镇)

,

且至少有一严格不等式成立
,

得
. ,

夕
1

簇 0  一 久 3 0 ) 一 凤3

二
0 6 3

又由
. ‘Β 夕

‘
8 %‘#  ,

得

Α 簇 <
‘

# ) 一 . ‘
+

0 Ο 3

由式 0 6 3
、

0 Ο3 知 ) 一风3 Α
,

即风镇 )
+

若 口
, 8  

,

由式 06 3知 .( 风8 Α
,

∋ 任Ι  
+

但由于 : 是不可约的
,

因此不可能出现 月
,

二5
,

∋ 任Ι
, ,

于是相应之
. ,一 Α

+

由式 0 6 3有
. ,

Δ 0 )一 风3镇 0 )一 . ‘3 Δ夕
‘ ,

(〔万
∗
且

几#  
,

其中至少有一严格不等式成立
+

取

Π . Θ Ρ.
,

Δ 0  一 夕
, 3 7 蕊 , ,

毛 Λ9 ∋ , ) Ρ0  一 . ‘
3 Δ风3

Σ 贬Ι Μ , 任 Ι !

凡《
)

0 Τ 3
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由于 Γ 为不可约阵
,

因此不可能出现 %
Φ

中一切 =, 二 :
6

所以1ς3 左端大于零
,

于是有 α ⎯ :6

作 )
。
; Δ ≅= β 1α

‘

5α
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Μ α , ≅任% Φ Λ α‘Μ �

, �Χ % , 3
, Γ Φ

Μ )矛
’
, 分

。
Μ 〔?扮

,
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6

则有 占5” ; =≅

6 ,
八 ∴
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一
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一
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。
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。 ,
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‘

毛 = ‘Π 二岌沂
三风一 � 1≅任%

,
3

,

或 ?,1
‘,
; 久 Π α

·

: Μ 铸 [ � 1≅任% Λ 3
,

以及 ?]
‘’
一价 音 Π 夕

,
毛”

‘

Ω’5 一
一
“ 召

‘ Ω’‘ 一 ‘ 、 ‘

、
‘ ’

“
’

纳
口 , 一 ,

”
’ “ 一 ,

、 ‘ “ ‘

、
‘ ’

“
’

; ;
“了 一 了 α

’

Ω’’ ;

� 一口
,

6

。

二
ϑ 、 , 、

;
6 ‘、 、 ϑ

�
6

。 。 ‘

一
、 , 二 ,

一
。 ϑ 6

一
、 , 、 , 、 、 ,

一
、 , 、

= , 二万到十风; 51]任%
Φ
3

,

或鲜
‘’
Μ :音十风Μ 几; 5

,

]任% Π 1或“风[ 5
,

]任%
Φ
一% Π 31]Χ % Φ 3

6

=]
’

门 “
8 、

一 ’ 乙 ‘ ’

;
一 了 一 α

‘

门
‘一 了 一

’ Ι
;

一 ’ ‘

; 尸 ! 、 ‘ ’ !
;

一 ’ ‘ 一 ’ ‘ ’
! 、

一 ’ ‘

”

且 分
’

簇 �
,

≅任% 中至少有一严格不等式成立
6

类似文〔�〕定理 Ι证法
,

可设 岭
,
[ �

,

则取 ?户[ 齐[ �
,

由 Γ
,

不可约性知至少存在一 《扩护4

1、护户3
,

作 )
,
Μ Δ ≅= β 1α

‘

+α
, Μ 万

,

α
‘
Μ �

,

≅护户3
,

Γ Φ 一 ) 不‘Γ
Φ

)
Φ
二时

,
〕

,

?岔
, 一Σ厂

’
Κ分场

, ,

可推出召 Φ

中至少有 峪
, [ �

,

《
名,

[ 5
,

而 封Ι3 蕊�
6

依次类推则 必有 Γ
,

; ) 刃
、

及
一 、) 一

Φ
一 )扮

Φ

) 刀
Φ

凡
一 Φ

)
, 一 Φ )一

、
;

·

一
) 一 ’Γ )

,

其中 ) Μ

Δ ≅= β 1α
Λ ,

α Θ ,

⋯
,

α
6

3 ; )
4

)
、

⋯) 一
�

非负非奇
,

且满足 时
6 , [ �

, ≅任%
6

即 __召
6

_�6 [ �
6

由于 ΟΟΟ丑
6

�ΟΟ。 Μ

_ΟΓ
6

��二
,

刀
。

一) 一 ‘刀)
,

类似本文定理 �证法可推出 ⊥1 _Γ _3一 ⊥ 1Ν丑
6

Ο3[ � ,

从而得证当 口3 4 ,

久3

4
,

且4 1 ΧΠ 入1 � ∴ 15Π Ζ 1ΟΓ Ο33时 / ∀∃ 迭代法收敛
6

证毕
6

同理
,

对列亦有如下相应定理

定理 在 !=> 4 ?≅ 阵 Γ ; , 一Τ 一 , & 一 Τ 一 ’1‘十‘
6

Π (十严
,

3中任取一 可
Φ

仁可一 ,

若对 ≅任可
� ,

]

任万Π
成立凡一瓦Π 乌十丙几一瓦几[ � 、则当 口》 :, 人3 4

,

且。[ Χ Π 入[ �∴ 1� 十⊥1 ΟΓ Ο33时 / 4 ∃

迭代法收敛
6

定理� 设 分; +一Τ 一 ‘& ; Τ 一‘1Λ Π ‘6

十( Π (
’

3为不可约阵
,

任取一 可
Φ 〔可一 ,

若对 ≅任可
Λ ,

]任可十
成立 于

。二瓦Π 两十瓦双一瓦两簇 �
,

且可
Λ

护可一
或凡《 �中至少有一严格不等式成立

6

则当 Χ

3 :
,

又》4
,

且 : [ ΧΠ 入[ �八 � Π Ζ 1ΝΓ Ο33时 / 4 ∃ 迭代法收敛
·

显然
,

定理  和定理 �亦分别包含了文〔�〕中的定理 和定理 �
6

对于 Γ ; 云Π 砂 Π 户Π 矛
’

3 : ,

一
ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ

6

ϑ ϑ
ϑ

ϑ
ϑ 6

Χ
ϑ ,

久 ϑ ; 一
ϑ ,

; ϑ ϑ ,

ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ

二
ϑ 6

一 ϑ

ϑ ; 一 二

若 Χ3 ∀
,

又3 ∀
,

∀[ Χ Π 入毛 Ι
6

因 宁 ; 于
,

入
‘
一于

,

于是有 Χ’ 3 ∀
,

入
‘

3 ∀
,

∀[ Χ’ Π 入
’

1 �
6

又因 云Π (
目

Ψ

一
一
”

’

一
一 ’ 一 、一 ’ ‘ ’

; ; ;
一

Ι
’ ‘ ’

Ι
’ !

;
’! Ψ

一
一 ’ ‘ ’

一
一 ’ Ψ

一 ”
’

; 一 ‘、
;

一 ‘ Ψ

为严格下三角阵
,

则 ⊥1 少歼刃户3; 。,

由式 1 3 知 ∋Χ
,

&6( 3 :
6

从而 由文〔Ι」定理 及其推论和它们

的证明过程
,

并结合文〔 〕定理Ι 1, 一 �情况 3便得下述引理
6

Φ

引理  如果 Γ 一若Π 了十砂 Π 矛
‘

3 。
,

且 夕3 4 , 又3 。
,

。[ 口Π 又成 Ι
6

则有
Φ
1≅ 3Ζ 1Γ 3 [ �片 Ζ

1∋
Χ

6

Ξ
,

Λ
3[ 5

,

1��3⊥1Γ 33 �片 ⊥1∋ =
6

Ξ
,

二
33 �

·

定理 Ε 若 Γ一 , 一 Τ 一 ‘& 一Τ 一 ‘1, Π 。
‘

十( Π (
6

3一云Π 云
’

Π 户十矛
‘

为非负 1或非正 3阵
,

且 2

�
, 。 6 ϑ , 、

; , 一 ;
月

二 ,
,‘ 。! 、 , ,

6 ; ϑ 、

;
6 。 , ,

6 、

一 ,

; ; 。 ;
、

‘
, 、 ;

6

“一言‘
Γ十Γ

Ω
’满足定理�一 �之一条件

·

则当 “》“
,

孟3 “, “[ “十城“时
,

/ ∀ ∃ 迭代法收敛
·

证明 这里
,

只对 > 一鲁1Γ 十Γ Ω 3满足定理 �条件证明
,

其余类似
6

若 Γ 为非负阵
,

> 亦为非
;

‘ !

; 一
’

χ 、 尹 ’ ! ; Ι
、

一
‘

一
‘ ’

门 ; ;
Ψ

一
一 “ 、

” 一 ;
’

; “
、

了、 ’,
, 一 ’

曰 一 ;
‘, 尸 、”

’

一 ‘’

;
”

负阵
,

则由文【�〕引理 �及非负矩阵性质可得 Ζ 1Γ 3成⊥1 2 3
6

因 > Μ _>5
,

又由本文定理 �得

户12 3 Μ 户1 Ο2 Ν3[ �
6

因此 ⊥1刀 3镇⊥1> 3[ 5 ,

由引理  便得 户1∋
Χ Ξ

6

Λ 3[ �
,

即 / ∀ ∃ 迭代法收敛
6

若 Γ

为非正阵
,

则一 Γ 为非负阵
,

二> 一粤1一Γ 一ΓΩ 3亦为非负阵
,

于是有 尸1Γ 3一产1一Γ 3簇
∴ ! , 「一 ;

’

; ; ;
, 「

; 一
’

; Ι
、

一 一
‘

; ;
”

; ”
’ 咭

;
’ 研 ‘一 ’

一

“
、

一 ;

⊥1 一2 3二 Ζ 1Ο2 _3[ �
6

设一 Γ 对应的 / ∀ ∃ 法迭代阵为 乙
6

Λ , ,

因一Γ ; 一云一云
’

一户一户
’

3 :
,

则

ΘΧ
6

Ξ
6

, 一 1, 一 Κ
‘
1一 云3 一 孟‘1一 户3 3一

,

Ν15 一 Χ
‘
一 风‘ 3χ Π 1夕

‘

Π 又‘ 3

1一 云
6

一 户
·

3 Π 夕
,
1一 户3 Π 几

‘
1一 云3Ο

6
17 3
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当口3 : , 孟3 4 , 4 [ 夕Π 人簇 Ι时有 ς
‘

3 4 , &,

3 4 , 4[ ς
,

Π 几‘簇 �
6

因

户1=
,

云Π 孟‘矛3 ; 尸1口
‘

1一 云3 Π 又
‘

1一 矛33 Μ 4 ,

于是有 1, 一。
,

卜、
,

了3一 ‘一习 1=
‘
ΞΠ 、

‘Λ 3。
,

1� : 3

⋯
Ο1卜“

,

‘一 ‘
,

, 3一卜 6菩
1,

,

‘Π 、
尸 Λ 3一

⋯
�

、

鑫
Ο1,

,

‘Π 、
, Λ 3一客

1。
_
1一Ξ3 Π Ξ

,
1一 Λ 33

·
,

又由式1 �: 3
郁、

县
1,

了
1一 Ξ3Π 、

,
1一 Λ 3 3

,

≅Μ 1, 一刀
‘
1一云3一 Ξ

‘
1一户33一 , ,

由上式及式 17 3知 乙
6

Λ
6

Ω

3 :
6

又因 5乙
,

6

‘
6

,

5Μ 51, 一 ,
‘

云一 Ξ
‘

了3
一 , 《5

卜Κ
‘
一风

,
3+ Π 1夕

,

Π 又‘ 31云
‘

Π 夕
’

3 Π 4
,
夕Π 穴

‘
云3 5《 Ο1+一=

‘
云一又

,

夕3一
‘

��� 一 :
‘
一 又

‘
3+ Π 14

,

Π 又‘ 3

Ο1Ξ
6

Π ,
6

3Π Κ
,

, Π 几
,

Ξ3 6、 1

氢
1Κ

,
1一 Ξ3Π Ξ 1一 , 3 3

·
3、6 1�一 。

Ω
一 Ξ ,

3, 6 Π Φ 1Κ
,

Π Ξ
,
3 1、

,

Π ,
6

3 6

Φ 十 5『 户 5十 5δ’ ‘ _少Μ 以 一『 灭一曰 一万 叹一户 刀
‘

ε以一 『 一‘ 月十 ∋护 十‘ 八一 ‘
Ψ

一户一 , 十犷 气一
5

户3Π 刃 1一动Ο一乙
,

‘(6

这徉由 Ο∋
=, ‘ Λ

Ο镇乙
,

‘(

和 ⊥1 一Γ 3[ �
6

利用引理  便得 ⊥1 ∋Χ 6&6 Λ 3簇⊥1 乙6&6 Λ 3[ �
,

即 / ∀ ∃ 迭代法收

敛
6

证毕
6

引理 � 对于任意的 ≅任%
Φ ,

]任% Φ ,

若 ≅
,

]任% Π ,

且 铸[ �
,

则恒成立 八, 一 = ‘Π 口
,

Π =≅ 凤一 = ‘

几

》�
6

证明 因为 ≅
,

]任 % Π ,

所以有 久 Π 风一氏3 �
,

=] Π 月, Μ 句3 �
,

因 = ‘[ 5
,

推出 浮3 � 一久⎯ :和

=] 3 �一风
,

十是 =] 尽3 1� 一 = ‘315 一月, 3
,

从而有
Ω。; = ‘一风Π 马风一 铸几3 �

6

证毕
6

定理Κ 设 Γ ; +一Τ 一’& Μ Τ 一 ’1‘Π ‘
6

十下 一 (
’

3为不可约非负阵
,

任取一 %
Θ

仁% Π ,

使相应

的 %
Φ

中一切 晰[ �
,

若对 ≅任% 一 ,

]任 %  Μ Ν] Ο几[ �
,

]任%
Φ

3护必
,

成立 Ω!, 一氏 Π 昌Π =5 昌一 氏乃3

�1 当 %
 
; 必

,

该条件用 撰⎯ :
,

≅任%
Λ

替代 3
,

则 当 Χ3 ∀
,

入》 ∀
,

。[ 口Π 入簇Ι时
,

/ ∀ ∃ 迭代法发散
6

显然
,

若取 %
Φ
; % 十

则 % Φ ; % 一 Λ
且让 / ∀ ∃ 迭代法式 153 中 ( 一 ∀ ,

夕; :
,

又一 Ι和 ( 一 。
,

Κ ; Ι
,

几Μ

: ,

即是文 φ 5<定理 Κ
6

需要说明的是
,

若 %
Φ
一 %

 

尹必
,

则对 ]任%
Θ
一 %

 

有 几》 �
,

亦可能有 风⎯ �
6

因此文【5〕证
ϑ 。 ,

ϑ

;
ϑ ϑ

� 一 = ‘ 一
。

,
6

= 布

一
ϑ 6 ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ Λ 、

; 一 ;
6 , 6 、

ϑ ϑ
‘

ϑ ϑ

二
‘ϑ 一

ϑ

明中取�[ γ = Ρ 二万Ι 1 Δ 成γ ≅Σ Λ 二万 1其 %
Φ
一% 一 ,

%
Φ
; % 十 3是一疏忽

6

从本文定理证明中知取8 ‘ ’

,
‘ 、飞苛 风 又‘义岌斌� 一风

“

抖
‘ ’ ‘
一

‘

”
‘ ’ “
一

‘

”沁
岑阳你

’

夕 、

个人瓜伙 陇叨
”

一

州举

]任%
Θ
一%

 

是不必要的
·

另
,

考虑到 当%
 
; 必

,

意味着条件 勺3 � 1它隐含 风⎯ Π:
, ≅Χ % Λ 3已消失

·

这时
,

可以括号内条件代之
6

证明 若 %
Φ

护% Π ,

则 % Φ 一% 一护必
,

因对 ≅Χ %
,
一% 一

有 街[ �和 ?杂�
,

即 ≅〔% Π 又 ]Χ %
 

> %
Φ

2 % Π ,

由引理 �知有 Ω≅] 3 �
6

若 % Φ 二 % 十 ,

则 %
Φ
二 %一 据此及定理条件知对 ≅任%

, ,

]任 %
 

尹

必成立
Ω。一 = 。Π 民Π =] 佳一=≅ 氏3 �

6

得

15 尸 久 31 5 一 岛3 《 =, 昌
、

1� � 3

因 久[ �
,

伪[ �
,

由1� � 3知
∗ ,⎯ 。,

伏⎯ :
6

从而有∀[ 1� 一 价3 ∴民镇炳∴ 15 一民3取

ΩΗΗ,、

5
α簇: [ Σ 5 = Υ

‘〔 % 5

5 一 = 、

夕
‘

γ 5Σ

! Χ 柑  

价
� 一 几

,

%
 
Μ

,

%
Φ

笋 曰 、

[ 十 。 必
,

作 ) Μ Δ ≅= β 1α
、

+α
‘
Μ α

,

≅〔 %
Φ Λ α ‘

; 5
,

≅任%
,
3

,

‘,
Μ 万 一 ‘召万一 , 忿

’

〕
6

则 召�

仍不可约非负
,

且有 。Φ
‘’
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, ,
。 ;

6

� 一 = Λ 。 6

一
、 , , Ω , 、

�
,
。 ;

; “‘十九户‘声久十下瓦
一户‘Μ ‘

’‘匕 八
‘’”厂 Μ 价 万十 户, 笋=]

�一夕, , 。 一 , ,

, 、 , , 、6 , 、 , ϑ ,

、
、 , 。� 、

Ψ

下厂卞户, Μ 工’

< 七 ‘η ’、曰 ‘η ’

干岁” ”,

一
= ,

贵
十风、 ,

,

、 �
,

、。%
Φ
一%

 
·

即 , Λ

满足条件 ? ,
� 3妻�

,

‘。%
·

由 Γ Φ

之不可约非负性知
6

⊥1 Γ3 一 Ζ 1Γ
�
33 黔 时

‘’

脚
·

于是 由引理  便得 ⊥1 ∋=
·

&,( 33 �6 即 / ∀∃ 迭代法发散
·

证毕
·

同理对列亦有相应结果
6

定理 8 设 Γ 一 +一Τ
一‘& 二 Τ 一‘1‘Π 扩 Π ( Π (

’

3为不 可约非负阵
,

任取一可
Θ> 万十 ,

使相应

之万
,

中一切民[ �6 若对 ≅任左
一 ,

]任方
,
一 Ν] _肠[ � ,

]任可Φ Ο笋必成立凡; 瓦Π 乌Π 瓦燕一而乌3

�
6

1当 凡
 

Ω

一必
,

该条件用八⎯ 。
,

≅任可
,

替代 3
,

则当 Χ》 4
,

入3 4 , : [ Χ Π 入镇Ι时
,

/ ∀ ∃ 迭代法发散

显然
,

定理 8亦包含了文【�〕中定理 86

 数值例子

例� 设线性方程组 & Υ 二 2 中的系数矩阵

Κ
。

 

一 Ι

一 �

� �

:
6

Ε

Ι

�

一 Ι
。

ς

一 Ε

一 �
。

Ε

‘
飞 甲 �

洲散
” 一

⋯
“ 一

ϑ

Ο
Ε ! ∋ .!

Ω,毛
6

�Η
Η月!Η∋

一一&

则 != Χ 4 ? ≅矩阵

:
6

� 一 :6

:
6 ’

Ι

一 :
6

�

:

:
6

�

:
6

 

一 :
6

Ε

一 :
6

� :
6

 : Ν
��Υ堵月

 

比匕(斗

ΑΑΑ+Α+

一

Λ∃�∃��∃
+

ς∃ς∃
+

∃�
ς∃

∃∃∃�Ω

: 8 ! 一 ? 一 !>

=!: 7 一  
·

∗4  
,

)Χ:   
2
一

‘

)
·

Χ Ξ 4 )
·

因为 %
,
一 Α

+

6# ) ,
% 2 ; Α

+

Ψ Ξ # )法Ζ; )
+

∗4  
,

%‘一 )
+

)4 )
+

所以 Ι 一 ; Ρ 
,

∗ 7
,

Ι Β 8 ΡΖ
, Χ 7

+

按

文〔! Ν定理 ∋ 只能取 Ι
1 ; Ι 一 ,

Ι
2 [ Ι Β

+

但因 ,
∗ , ; Α

+

Χ Ξ Β Α
+

Ξ Β Α
+

Ο Θ Α
+

Ξ 一 Α
+

Χ Ξ ∴ Α
+

Ξ ;

)
+

ΑΟ Ξ 4 )
,

所以用文〔 」定理 )无法判别其收敛性
+

又因 石
,
8 )

+

ΧΞ 4 ) ,

石2 ; 。
+

Ψ # )
,

石
Ζ
8 。

+

6#  
,

石
‘
一 Α

+

Ψ# )
,

所以 凡一 Ρ∗
,

Ζ
,

Χ 3
,

凡 Β ; 丈)7
+

按文【 ] 定理 Ζ只能取 分
1 8 夕一 ,

凡
2
一凡

十
+

但因 1Σ 

8 。
+

Ξ Β )
+

ΧΞ Θ 认 Χ 二 )
+

ΑΤ 4 )
,

所以用文【 〕定理 Ζ亦无法判别其收敛性
+

显然
,

用文【 ] 其它任

何定理均不能判别其收敛性
+

现取 Ι
,
二 Ρ 7 ϑ Ι 一 ,

则 Ι
2
一 Ρ∗

, Ζ ,

Χ 7
,

于是对 ∋ ∃ Ι
2
一 Ρ) 7

,

(∃

汉 Β 二 ΡΖ
,

Χ 7
,

成立 二 )Ζ
8 Α

+

6Β Α
+

6 Θ Α
+

6 ; Α
+

Ψ 6 0 ) 1 , , 1
; Α

+

ΟΒ Α
+

Χ 火 5
+

∃ 二 Α
+

Ψ Χ 0 )
+

由本文定理

 知 户0 Ρ: 73 0 )
+

当 Τ 3 Α ,
人》Α

,

且 5# ΤΒ 风# Χ Δ 0 ) Β 产0 =: 73 3 0或5 # 夕Β 几0 ∗ 3时 Φ Γ Η 迭代法 0隐

含 Ν. ϑ5 %∋ 和 ⊥ . _� � 一

⎯∃∋ − ∃ 迭代法 3收敛
+

且本文判别条件心 # )较少
·

例∗ 设线性方程组 > ∴ 二Κ 中的系数矩阵

一 Α
+

Τ

一 Χ

一 ’
·

Χ
]

α

「
∗

]
’

·

“

⋯
,

取 ? 一
⋯

一 Χ

Ρ
一 ∗

+

Ξ」 β
’

一 ∗
+

Ξ」

Ψχ
+

二口

心+)

厂
+

 
+

δ 
‘

ς∃Ω

一一
>
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则!= Χ 4 ? ≅矩阵

们Η引+!

Φ
2甘

::
ϑ

「
:

, 一 ‘一 ”一 ≅

‘ 一

比

:
6

�

: :
6

�

显然 Γ 为不可约非负阵
6

因 ?
Λ
; �

6

�⎯ 5
,

?
Φ
一 :

6

Κ[ 5
, 石 
一 Ι

6

�户 �
,

所以 % 一 Μ Νχ Ο
,

% Π Μ

Ν�
,

 Ο
6

按文〔5<定理 Κ只能取 %
5
二 % 一 ,

% Φ ; % Π
6

但因
Ω Φ Λ 二 :

6

8 Π :
6

Κ Ρ :
6

� Μ :
6

7 � [ 5 ,

所以用

文〔�〕定理 Κ其发散性无法判别
6

又因 石
,
; Ι

6

 ⎯ � ,

石
Φ
二 :

6

ς [ � ,

石
 
二 5

,

所以 夕
一 Μ 夏Ι Ο

,

凡 Π 二 Ν�
,

 Ο
6

按文【�」定理 8只能取 凡
Λ
一凡一 ,

夕
Ι一夕

十
6

但因 几
 
一 :

6

8 Π 。
6

 Ρ :
6

ς 二 。
6

7� [ �
,

所以其发散

性亦无法判别
6

显然
,

用文【�〕其它任何定理亦无法判别
6

由本定理 Κ
,

可以取 %
Φ
; Ν Ο> % Π 一 Ν�

,

 Ο则 %
,
; Ν5

,

Ι Ο中
= Φ

Μ :
6

� , = Φ
一 :

6

 1 �
,

%
,
二%

χ

Μ 1 Ο
6

因对 ≅任%一 咬Ι Ο
,

]任%
 
; 1 Ο

,

成立 介 
; :

6

 Π Ι
6

� Υ :
6

 ; �
6

:Ι ⎯ �
6

由本文定理 Κ知
,

当夕3 4 ,

孟3 4 , 4 [ ΚΠ 孟石Ι时 / ∀ ∃ 迭代法 1隐含 != Χ 4 ?≅和 Α =9 Β Β 一

.Χ ≅Δ Χ 5迭代法 3发散
6

其判别

条件 Ω≅] 》�亦少
6
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4 ι Χ 4 Σ η Χ Ω β Χ Σ Χ Χ = Σ Δ Δ ≅η Χ Ω β Χ Σ Χ Χ ≅Σ η Χ Β ε ≅β = εΧΔ Χ Ρ εΧ Σ Δ = Σ Δ Χ 4 Σ ε= ≅Σ εα Χ Χ 4 Ω Ω Χ Β Ζ 4 Σ Δ ≅Σ β εαΧ4 Ω Χ γ 甘 ≅Σ

Ζ= ΖΧ Ω
φ χ〕

6

μΧλ κ 4 Ω Δ Β / ∀ ∃ γ Χ εα 4 Δ
, Χ 4 Σ η Χ Ω β Χ Σ Χ Χ ,

Δ ≅η Χ Ω β Χ Σ Χ Χ


