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概周期微分方程的概周期解
‘

王 全 义
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摘要 研究具有两个时间变量的概周期徽分方程系的概周期解的存在性间压 在某些条件下
,

利

用平均值法和逐步通近法证明了这类方程系具有概周期解
·

在所得的结果中
,

定理 :推广了文〔5〕

中的结果
,

定理 �推广了文; 8〕中的定理 5
4
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Η , 2 , 。1 Θ Η , > 。
/=

,

材 , 2 , 21 Θ
、

2 ,

_Γχ /。=
,

2 1 Υ关 Ι Η Φ
且当。

Η时
,

几 /=
, 以

, 。1Ι Η
,

_Γ= /=
,

“
,

泞
,

甲
, 。1Υ 关‘ Η, _Γ= /=

,

以 ,

右
,

甲, ‘1Υ 即今 对 =任∀
,

]]⊥3) / 5
、

妊
Β ,

是一致成立的
,

这里
Β ,为 ∀

·

的任一

紧集
Φ > 。/=

,

⊥=
,

泞
,

种 Θ 2 /55泞]∴
盆Α ]Ν刻尸1

,

当Ν传55
、

Γ∴州]很小时
4

为了方便起见
,

把方程 /5 Ο 1简写为如下形式

∴
赘
一 。/。 1。Α 。 /Β

, 。 , ·1 Α 。 /,
, 。

,

。
,

Ρ
, ·1

穿一
/, , 。1 , Α 砖7 � /忿

·
。

, ·1 Α > ‘/, , 。 ,

。
,

, 。1
,

/5 7 1

这里 ‘任∀’
,

帐 ∀’ 且剧匀
,

Ηε 城‘几‘Γ5 ΑΓχ 添
‘

耘卜
·

’

由 几和 > 。

的定义可知
Β

当 ]αχ53
、

]]训
、 。ϑ 2充分小时

,

它们关子 右
、

中的李氏常数也充分小
4

因

此对于 3Θ 蠢
‘这里 β 一 ς _ ? ‘β

3 ,

β Μ

,
, _ 一ς ‘Ζ ‘_ Φ ,

、 ,
,

β
α , 、 “一“ : , 由定理中的条件给出 ,

,

存

在着 [ϑ 。
,

。
:

ϑ 。充分刁
、
/且 。

:

ε 。
,

[ ε含
1使得当“, “‘⎯4

。镇舀
Β

时就有

]]泞
。

】α镇⎯ , 价任∀ ‘ ,

氛⊥ 全 /Ν Ι 3 ,

: 1
, 2ε

∴
5]几 /=

, “ ,

登、
,

叭 , 。1 一 几 /=
,

以声
Β ,

仍
, 二1 ]α镇 3/∴]升 一 汽)∴ Α

]∴>
。/=

, 材苦Β ,

乳
, 。 1 一 > 。/=

,

以苦
Β ,
丹

, 。1 ]]簇 3/]5叭 一 丹 ]5Α

一 气]]1
,

一 爪]31
’ /: Η 1

自氛

再取 古
�

ϑ 2充分小且 饥ε 几使得 ε 。
簇占

�

时就有

。

戳
‘”Γ_ /‘

,

“ , ·, ”Α ”
·
借7

�
“

, “
, ·, ”, 成盖 /: 5 1

由于当

令

“/·1 一 七誉穿∴55几/‘
, ·‘

, ·155Α 55
‘
专7

�
/‘一“

, ·1 α4]
,

2 ε ·成 “
� ,

。
Ι Η时 几 /=

, 。= , 。1Ι Η对 =任∀ 一致地成立且 7 � /=
, 。= , 。1有界

,

所以当

/: : 1

。
, Η时

,

古/。1Ι Η
4

。
。

/, , 。1 一

卫
Ω ? /。1[

)
Κ 一〔⊥χ 1·Φ /χ

, 。 , 。1Χχ

二

∴广
一‘ /‘, , ‘)4 一 [

3
, Κ 一’‘“ ,矶“

,

“、1‘
,

Φ /, ·1 一

丁5
Ω . /亡

, ·1[ Μ≅一 /一 , ·‘7
�

‘￡
,

。
, 。, Χ ‘

/: � 1

一

犷
一Σ /, , ·1 /二 一 [

Μ
, . 一‘/万

, ·, ·‘7
�
“

,

“
, ·, Χ 二
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易证由式/:� 1所定义的函救存弃且关于
‘是连续可微的

·

另一方面
,

因为对于每一个固定的
‘

ϑ 2 , Ξ /=
, 。1

,

∃ /“1
,

Γ4 /=
,
。= , 。1

, 7 �

/=
, 。=

, 。1是 = 的概周期函数
,

因此当
。1 2固定时

,

咬右
。
/=

, 。1
,

外

/=
, 。1] 也是 = 的概周期函数

4

此外由定理的条件以及 /: :1 可得

5]氛/=
, 。1∴∴《

Μβ占/‘1

_

αα乳 /=
, 。1]5镇

: β� /‘1

“

/么6夕
,

[ ε ‘《 占
Ψ 4

Δ�ΕΕ、55

因此

χ 9 ⎯ ∴]]登
。
/=

, 。1 α5Α ]α乳 /=
, 。1 α51么

6砚占/￡1
_

, Η ε 。
《 沙

Β ,

/: Ψ 1

其中 夕Ι Η /。1且。ε </ 3/ 因为如果 _Θ 2
,

此时必有 几二。
, > Β

, 。,

从而定理显然成立1
4

又由
4

式

‘:‘,和‘: � , 得 Β彗女‘]“
。
/‘

, ·, ,3Α α,二“
, 。, 4‘,镇专

,

。了￡‘“、
,

因此有

6 <β 占/￡1

_

‘晋
, Η ε

‘
簇 “

·

/: < 1

下面用逐步逼近法证明方程 /57 1当。ε
。
/ _ ,
时有一个概周期解

4

/3 1 用归纳法构造概周期函数序列
」

∴乞/=
,

。
,

丹 /=
, 。1] 满足下式

3α右
, /=

, 。1 ∴]Α 55妈/=
, 。1]5镇

事实上
,

首先定义函数

丝丝丝 ε 冬
,

/2 ε 。镇 。
�
1

,

优 Β 乙
/: 8 1

‘
α
/, , ·1 一 ‘

。
/Β

, ·1 Α 〔
3=ΤΤ

Ω Κ /。1[
5
Κ 一 /。 1 一

犷
一Κ /。 1/‘一 [

3
, Κ 一 /。 1〕

Κ ⊥Γ, /χ
,
。

,

奋。/χ
, 。1

,
乳 /χ

, 。1
, 二 1Χχ

, /,
,

’

·1 一 二 /,
, ·1 Α 〔

3’ΤΤ
Ω . /才

, ·1[
Β
.一/·

,

‘1 一犷
一. /Β

, 。1/‘一
[

Β
1.一 /, , ·1〕

/: Ο 1

Κ 7 4

/χ
, 。 ,

右
。
/χ

, ⊥1
,

乳 /χ
, ‘1

, Ξ 1Χχ
4

于是
,

由式 /:Η 1
、

/: Ψ 1
、

/:< 1
、

/: Ψ 1及走理的条件 /: 1
、

/� 1可得 ∴]泞
Β

/Β
, 。1 45Α 3]乳 /,

, ‘1 55簇

普
,

‘2ε
‘
/ 古

�
’

·

Ψ< β沙/￡1

_

且由式 /: � 1
、

/: Ο 1可知 ε右, /=
, 。1

,

仍 /=
, 。1 ]是连续可微的

4

因此直接对式 /: Ο 1的两边求导得

∴
赞

一 。 /。 1。
5

Α ·
Φ /, , 。 , ·1 Α 。 /Β

, ·,
,

。
。
/Β

, ·1
,

Φ /, , ·1
, ·1

,

赞一
/才

, ·1。 Α ·‘> 、/, , 。 , 。1 Α > 。/, , 。
,

。
。

/, , 。1
,

二 /, , ·1
, 。1

4
/: 7 1

由于方程 /: 71 的右边所有函数都是 = 的一致概周期函数井且下列方程系
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Θ ￡八 /“ 1子
,

/� Η 1

“ Ξ /=
, ‘1件

女一Χ=γ一Χ=
了

,5:
、

4

ΕΕ%

满足指数型二分法
,

因此 /泞, /=
, 。1

,

仍 /=
, 。1] 是

数列

的概周期函数一般地可由归纳法得到概周期

乞
Α ,
/=

, 。1
一 。

。
/,

, ·1 十 〔
丁飞

Ω Κ /⊥= 1[
3
? 一 /<, 1 一

�丁
一? /。1 /‘一 [

3
1Κ 一 /“1〕

又 矶 /, ,

。
,

乞/
χ , 。1

,

妈/χ
, Β 1

, ‘1Χχ

。一 /, , ·1 一 二 /,
, ·1 Α 〔
丁5

Ω . /Β
, ·1尸名.一 /‘

, ·1
‘

Τ
卜一

一 Ω

/�3 1

」
Β

. /‘
, ‘1 /)

脚
一 [ Μ

1. 一 ‘
/χ

, ‘1」

Κ > ‘/χ
,

“
,

登, /χ
, ‘1

,

转/χ
, 。1

, ‘1Χ χ
4

/δΘ Η ,

3
,

:
,

⋯ 1且满足式/: 8 1
4

/: 1 设 % , Α Φ 一万龄∴]4‘
,Α 5

/‘
, ‘1一乞“

, ‘1 α4 Α α]转
Α ,
/‘

, ‘1一妈 /‘
, ‘ 1]]]

,

于是由式 /: Η 1
、

/: 8 1
、

‘� 5 1以及定理的条件易得 % δΑ
Β

、合、
,

因此笼。/=
·。1

,
, /=

、, Β 1 ]是一致收敛的
·

设它的极限函数

为健/=
, 。1

,

甲/=
, 。1 ]

4

从而 ∴泞/=
, 。1

,

杯= , 。1]也 = 的概周期函数
4

于是从式 /� 5 1两边同时取极限可

知 ∴泞/=
, Β 1

,

杯= , 。1]满足下式

‘/Β
, ·

卜 ‘
。
/‘

, ·1 Α 〔
�几

Ω Κ /。 1[
α

Κ 一 /。
卜犷

一Κ /。1 /Φ 一 [
Β
1? 一 /。 1〕

? ⊥
Γ> /χ

,

。
,

泞/χ
, 。1

,

帆χ , 。 1
, 。1Χχ

袱 , , ·1 一 , /,
, ·1 Α 〔
卫

Ω Σ /, , ·1[
Β
Β 一 /一1 一

Γ
一 Β /Β

, ·1 /二 一 [ Β 1Β 一 /一1〕
/� : 1

? > 。/χ
, 。 ,

泞/χ
, 。1

,

袱
χ , 。1

, 心1Χχ
4

由式‘�: , “端“”

/鬓洲
是连”“微的

,

因“直接微”式‘�: , 可知
,

/黔1
是方程 /5 7 1在

。ε ““
,

时的概周期解
,

且满足Β Β Β 、]α‘/
,

, 。1 4‘Α ]], ‘Β
, 。, 4]]、丝笔鱼

,

/。ε 。、“
�
1

·

因此当
’

一
。

时
,
泞/=

, ￡1

抓=
, ‘1

Ι 。对 =任∀ 一致地成立
4

所以当。ε
。
/ 瓦时

,

方程/31 有一个概周期解

Θ 二/。= 1 Α 右/=
, Β 1 一 二 /Σ /以 1 Α 泞/=

, Β 1
,
= , 。 , ‘

告

Ι 。 /=
, _ , 。 /以 1 Α 右/=

, 。11 Α 。
晋叭= , 。1

4

、4产、、产

仁0‘,,
‘占矛‘了4、了、

Κ≅
ΔΕ�凡⊥⊥=

满足3Νς α]? /=
, 。1一 Σ /⊥= 15]Ι 2

,

3Νς ]∴≅ /=
, Β 1一。=

,

“
, Σ /⊥= 11]∴二 2

,

对 = ⊥ 尺 一致成立
4

定理 3证毕
4

� 一些应用

在本节
,

我们再考虑一些特殊系统的概周期解的存在性问题
4

首先考虑下列方程系

Χ ?
一下了 Ι 仁了%=

,
? 1 十 0η 吃0=

,
工 1 ,

_ 石

/� � 1
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这里 ? 任∀
· , = ⊥ ∀

, ‘任〔2
,

3〕
。

Γ /=
, ? 1

,

η /=
, 二 1都是

,
维的连续函数 Φ Γ 和 η 关于 ? 的一阶偏导数

在 ∀ Κ Λ /Λ 为 尸 中的任一紧集 1上一致连续
Φ
假设了/=

,

?1
,
η /=

,

?1 都是关于 = 对 ? ⊥ Δ 一致

地概周期函数
, 现在对

“

快
”

时间进行平均
,

得 ΓΗ /? 1二

方程

5 厂
, , ,

3=ς 石石
Ι

� 2 � 灭, ,

−3 一Η 5 5

? 1Χχ
,

我们就得到
“
平均

”

Χ ?
’

, 、

二
, 、

Ι
、 ,

一
, Ω 4 , 、

丽 Θ 盯
。/? , 十 认 咬“ , ? 少鑫 山‘。 , ? , 八‘ 七 叫

, Ν �,
·

/� 6 1

再假设系统/�6 1有一个概周期解 ?Η /⊥= 1
,

并且方程 /� 6 1关于 ? 。/“1的线性变分方程系

Χ子 刃 /Δ
, ? 。

/Δ 11
,

Ω

” , 、 户

沂 Ι
Τ

一一毛石一一
甲‘
么 。 、Δ 少‘

, /� Ψ 1

/其中
Β 一 “1的广义特征指数都不等于零

4

于是有

定理 : 对于方程 /�� 1
,

如果上面所述的条件都被满足
,

则存在着 ‘ϑ Η充分小
,

使得当2ε

。
簇‘时

,

方程 /� � 1具有一个概周期解

成立
4

? Ι ? /=
, 。1满足)Νς ,3? /=

, 。1一 ? 。
/“1 55Θ Η

,

对 =任∀ 一致地

应用文〔�〕中的引理 8
,

这个定理的证明完全与定理 3的证明类似
,

此处证明从略
4

说 明: 当 η /=
,

? 1关于 =
‘

以 − 为周期时
,

这时定理 :就是文〔3〕中的结果
4

因此定理 :是文

〔5〕中的结果的推广
·

其次
,

考虑如下方程系

李一 ∃ /, 1二 Α Γ/ 小 Γ3 /。1 Α 、 /Β
,

⊥=
,
二

, 。1
,

“不
/� < 1

这里 Β 任 ∀ , ? ⊥ ∀
’ , ‘任【Η

,

3〕Φ ∃ /= 1为
, ? ,

阶的概周期函数方阵
,

了/= 1
,

Γ3 /=1 分别为
。
维

、

一维

的概周期函数
,

且 Γ3 /=1 关于 = 的一阶导数一致连续
Φ > /=

, Δ ,
? , 。1 /Β Ι “ 作为独立变量 1是

,
维

的连续函数
,

且关于
Δ 以 − 为周期

,

关于 = 对 /Δ
, ? ,

的任∀ Κ ∀’ Κ 〔Η
, 5〕一致地概周期函数

4

此外

还假设下列方程系

车一 ∃ /= 1?
,

_ ;

/� 8 1

满足指数型二分法
,

即方程 /� 8 1存在一个基本解方阵 Κ /=1 以及一个
Ζ
阶投影方阵 尸 使得 α]Κ

/= 1⎯Κ
一 ‘
/, 1∴)/ 座

一“
, 一‘, /=妻

, 1
,

))Κ /= 1/几一⎯ 1Κ 一Ν /χ1 ,Ν成夕
⊥一 “‘一 , , /χ妻= 1

4

这里 夕
、_
都是正常数

,

几为
Ζ ? Ζ

阶单位方阵
4

于是有

定理� 对于方程 /� < 1
,

如果上面所述条件被满足
,

则存在着 气ϑ 。充分小
,

使得当。ε
。
《

甸时
,

方程/�< 1有一个概周期解 ? /=
,

的满足3Ν ς “? /=
, 。1一以 =

,

⊥= 川Ι Η ,

一致地对 =任 ∀ 成立
4

其

中
。 /‘

, 。‘, 一了
5、。Β 1〔
∴=ΤΤ

Ω 二 /, 1, ? 一 /Β 1Γ /
Β 1� Β 一

Γ
一二 /云, 、Φ 一 尸1二一、, 1Γ /Β 1� Β

〕
4

‘

定理 �的证明可以从定理 5的证明过程中得到
,

此处证明从略
4

说明�
4

在定理�中
,

如果 人 /以1三 3
, > /=

, 以 , ?
, 。1二> /=

, ? ,

的
,

即 > /=
, 以 , ?

,

的不显含 “ ,

那么

定理�就是文【8」中的定理 5
4
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