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。》梦”“‘

镇< 1, ,

α
Ξ
3Ζ’4

6

� Ξ Ξ , ,
于

, 一Ξ Κ =甘劝 《早=4
6

� 雪
Ξ , 一Ξ Κ 一!、

! , 4一φ’ ! 2 1户3 尸 ! ,Γ 一φ’ ! 2 1φ3 > 《6 Υ 4 [

落。

Ζ’
∀ 6

� 7
Ξ

, Ξ
5二 Κ 一

Ξ
己、

, Ψ 粤1Φ μ 一
,
3

Ξ

=’Γ
6

=
! Θ ‘,

6

! 盆。一φ’! 2 1μ 3 ‘ ! ϑ4一φ’ ! Ο 1μ 3

1� 7 3

联合式 1� 8 3
,

1� 7 3
,

并适当选择
。
得

又
1, 3
。⊥ ‘Ω

,
Ξ 。, ;Θ Ψ

工Ξ
一
、

, ·

又
1 , 3
护 ,甲。 ,

’

;Θ;
∴ ‘ 2‘

·

1Μ Γ 3

考虑到式1� Η 3
,

由式 1Μ Γ 3进一步得

=,Γ = 6
Ξ

η
6 , , ,

6

, 。
。 6

「
, , � η 6 ,

一
,

。
6 ,

�
、 η 。

一
η 6

+
, 6

∴ 犷 ∴ , Κ 5
一
≅ Θ ≅ ϑ 尧之 七φ

’

十 5 ‘
一

5切 5≅ Θ 爷α 气‘ 十 5> 石一了气万[ 少厂 盔舞 ‘厂
, 灭乙� ,

! ‘。一言
μ
‘

! 21μ 3 ! Ο 1, 3 ‘

, 脚以

其中Κ 一 _ Κ 一Κ Ψ ,

2 Υ Γ依赖于
> ,

Δ
。 ,

Δ Ξ ,

Δ Ξ , ≅ ,

]
, Α ,

Σ
6

根据 1� λ 3
,

再用引理 Μ又得

χΞ
一

、,

!
。1, 3
梦,。

‘
,
’;

“
·‘一‘

Μ
,

工Ξ
一

、,

!Φ
1, 3护川 8 ‘⊥ ‘ ,”;Θ ;ϑ

1 < α 1
χ
‘。 , ,

[
η

Ξ Ξ
一二Κ Ψ

一“、
, 3

�‘Ξ 1
Ζ
‘’ , ,

χ
η

梦5Κ
Ψ
一
“!、

, 3
�‘Μ

6

! ϑ4 一言厂! ‘〔μ 3 ! ϑ4 一 了φγ ! ‘1 μ 3

从而由式 1Μ Γ 3得

几
一
、产
几
。

3
,⊥

·
,
Ξ

;Θ;ϑ
‘

!ΞΞ
一

、,

瓜
3
护 ,、

·
,丫Ω ;ϑ ‘ 2φ尖

一
、声

几
3

酬 8 ο ,叼Ω ;ϑ 镇 Φ砂
Μ
·

1Μ Μ 3
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式 ,1Μ Μ3 隐含了 又, ∀时

=’4
6

如
,

 
η 、

,
,

ς
、 、 6 ‘

护
η

,
, η ,

户
。

一

=
6 ‘ 6 , ,

5
, 。

5妙气下厂φ少 5 ∴ 气Κ
口

户 & � 5≅ = α尧
Ξ π 一

5
, 。

5
,

∴Κ
’

5
一≅ Θ ≅ Λ

ς
#

! =。一言对
任 ! 0。一言犷

! Ο 1全3 > 寸, Υ 孟卜

1Μ  3

并由 ∋< ] <Χ ν 9 <
积分的绝对连续性有

χ
, 。 , 6 ’

Ζ
,

6 1。 一 β 3
一

!
、

一
5
‘。 , 6

[
, · 、

1二 一 β 3
Ρ
!、 一 。

6

乞 1Μ � 3

! 君。一言φ’ ! Ο 1ϑ
μ 3 ! ϑ4 一言

μ “ ! Ο 1ϑ砂 > χ, Υ 孟[

根据式 1Μ  3
,

1Μ � 3对
= < 14

,
5 3取 人_ 孟1= 3

,

使

!ΞΞ
一
、, ,Ο ‘寻

”, > ‘⊥ Υ ‘, ,;ϑ ‘ , 一

北
一
、,

!
‘1
、

, 3
,‘⊥ 一 “, ‘ ,

Μ

‘
Ξ 《

·尸村
·

1Μ Η 3

1Μ : 3

1 , 3 设 以二3
,

, 1, 3意义同前
,

只是现在粤《μ α Τ , 簇早
, , ϑ 。一粤尸簇

α Ξ Τ 。《ϑ4 一粤声
心 任 Γ 任

取 甲
‘梦夕乏尹1Ξ 31叫二垂3士

1产
Ξ
一 刀Ψ ] α

3
9 ,

1Ι_ 5
,

Μ
,

一
,

% 3

代入式 153
‘ ,

并利用条件 1Μ 3一 1� 3
,

得

“3 奋瑞
护‘, 1Κ 一 ‘, ‘ ,Β;Θ

一

翻
Ο1 、3护
州ς

‘

3Ψ+
Ρ

;Θ;ϑ
Ψ

喊瓜
3

肇豁哥;Θ;ϑ
Ψ

教!ΦΤ
、 3

,
甲 1脚 一 ‘,“’

ς
Ψ

鲁!α!
。1φΓ 3
梦“⊥ 一 ‘, ‘ ’甲 ‘⊥ 一 ‘’‘ ”; Θ;ϑ

一 Μ>

喊瓜
Ξ [二 Ξ 6尹1Κ 一 ‘,二 二 1Κ 一

烈魂妙⋯
’

、
‘ 、

一

跳
、3

婴鉴黔黝黔华“ΖΑϑ < 1Γ, 后
一

再用 049 >Π 不等式得

告丁
。1、》Ξ

Μ

尹 ,‘⊥ 一 ‘, · ,儿ϑ;Θ Ψ

鲁且!
以、3
‘
’

‘ , 甲 ‘⊥ ‘
、

‘, ‘ ,
“

;Θ;
Ξ

‘ Μ· ‘
�

丁Ξ且
1、3
“守‘,尹1⊥ 一 ‘, ‘ ,甲 “ 一 ‘, ‘ ,

;Θ;ϑ
Ψ
合χΞχ

。1、》。, ,
,

, 1⊥ 一 ‘, · ,
Μ
‘Θ;

Ξ Ψ

奇
〔
最
‘·Σ ,合 Ψ ”Σ〕

广又
1、3
梦‘

Ξ

‘⊥ 一 ‘,“‘
Ξ

三! , ϑ 任 14 , ϑ 。〕
6

对 ϑ任 1Γ
, ϑ。〕取上确界

,

得

, = ≅ 5 �55 ≅ Ω

Γ‘喊
, 4

= η
η η 6 η 6 6

⋯
Δ

。

=’Γ =
‘

η
η

二 η
η = η 、

、
6 , 6

!、
3

伴
∴ 1Κ 一 龙’甲 [

‘

;Θ 十刘
。

!
。

1,Γ3 伴
[,1 Κ 一 ‘3 甲 [

‘

;

Θ;ϑ 乓 !
·

1Μ丫3
5一�

借助 0 4 9 > Π 不等式
,

! 的各项

χΞχ
‘1、》‘, 8 ‘,尹‘⊥ 一 ‘, · ,甲 ‘⊥ 一 ‘, ‘ ,; Θ;

Ξ ‘
可Ξ上

1、 》‘Ξ‘ , 8 ‘⊥ 一 ‘, ‘

Ψ

告广丘
1、》> 咬, Υ 。,

‘ , 甲‘,
’
1⊥ 一 ‘, ’;Θ ;ϑ

·

Ρ; Θ ; ϑ

1Μ λ 3



Μ λ Γ 华
‘

侨 大
、

学
一

学
、

彩拯 � 7今 
6

根据式 1�λ3
,

一 Ξ , γ

+ε 1, 3 > χΚ 1 庵[ ∴3 +ε 伽3门 χΚ 镇 Γ [ +》 Δ Ξ
+ε 如 3 5

·

用引理 Μ及 0 4 9 > Π 不等式得式 1Μ 7 3
,

1 Γ 3
,

即

1ΞΓχ
η

、

。、
=

一1Κ 一 α 3 Ψ
一β β 、 。≅ Θ ,

⎯

Ζ
‘’

χ
η

! 、

。, 一1Κ 一 差3 Ψ
一

,

赫口 # ‘ 。‘气
, ‘ =一! ∀ ‘

今
,

‘2‘一‘Ξ
, δ 二‘

,

!ΞΞ又
1、3
护‘, ,甲 ‘⊥ 一 ‘, “ ,; Ω ; ∴

η

袱瓜
3

即 ,甲

ς 砂 ,
Β;Θ;

Ξ Ψ

望粤鲜北瓜咖
一 ‘, ‘ “

’

;Θ ;ϑ, 1Μ 7 3

瓷
〔
最

1·Σ ,击 Ψ ”Σ
划

‘、

严
‘卿 一 ‘,

·

“; α ‘
号!ΞΞ上

1、 3
护‘⊥ 一 ‘, ‘ ; Θ;

∴

“
各广且

1,Γ
3

, 1。 一 ‘, · , ,

;Θ;ϑ
Ψ

广
,&6<

,

μ 。1ϑ 3 ∴β
6

,
γ , ο γ ·

,
,

一 1 Γ 3

其中 &
,

6

‘ 1ϑ 3 ς Ο 1两 3门 χΚ Υ Δ [
6

将 1Μ λ 3一 1Η Γ 3代入式 1Μ 8 3
,

并适当选择
。
得

异 匀‘

?=≅
Ι δ≅

二

卜 梦州 1。 一 α 犷 [Β; 二 十 Ζ’Γ5 护州 二 1Κ 一 β 3十
一

∴、Θ;ϑ
4

“
‘Γ ! Ο 1φΓ 3 ! 4 ! Ο 1φΓ 3

‘2‘〔‘,
·

“
∴

,
Μ

Ψ

青
Ψ 。一 , 双‘,

’

〕
广丁

。1φΓ 》
,‘二一 ‘,

· ,’;‘

Ψ

北
,&

一、‘∴ , ““‘,
,

1 � 3

2 Υ Γ依赖于
, ,

Δ
。 ,

Δ
5 ,

Δ
Ξ ,

Α , ≅ ,

] 和 Σ6
又考虑到 以Θ 3

,

扒ϑ3 的定义
,

并用引理 5得

北几
。3
‘1, 一 ‘,“

’

“袱瓜
3

即
含
‘1, 一 ‘, ‘ Ζ

Ξ

;Θ;ϑ
‘ 1

北丘
1、》 ,“1⊥ 一 ‘, ‘ ,

‘; Θ;
Ξ , ’· 1

广丘
1、》> 《

一
,

;Θ;
Ξ ,‘

!

‘2‘·浪群
·

丁
。1、 3

,““⊥ 一 ‘, · ,
Μ

“ Ψ

北几
φΓ 》, ο ‘扣‘⊥ 一 ‘,

· , ,
Ξ ; Θ;

‘, ‘

北
,&。、‘Ξ , ,;ϑ ,未

“Φ ‘·某要
·

χ
。1、 3

, ‘扣‘⊥ 一 ‘, · ,
Ξ

“ Ψ ο

仁!
。、 3
护‘

Μ
, 8 ‘⊥ 一 ‘, ,

Ρ
; 一; 亡

Ψ

5ΞΞ几
1’Γ 》
“8 ‘,”1ο 一 ‘3Ψ ,

’
; Θ; Ι[ 1

!ΞΞ
[&

汤
二 1ϑ , ,; ϑ3 扁

· 一 η ,
‘ 6

1 Μ3

联合式‘ ‘’
,

‘ Μ ,
,

“: 3和引理工
,

可见对任何
入Υ Δ3 4成丸

η η

1“一 ‘, Ξ ‘

几
,&

。一Ξ

‘Ξ , [; Ξ , ‘
!Ξ丘

1 , Ξ 3

,‘。 一 ‘, ‘ ,
’

“
’

η

‘2‘〔

汽
Ψ

声
Ψ 玩丢砂〕

丈Ξ又
1、 ,

,‘⊥ 一 ‘,“
’
; Θ;

∴

Ψ 1

工3
,&

二、1∴ , ,;ϑ , , ‘

工3
,&

,
·

、 ‘∴ , ,;ϑ ,南

一
1  3
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< 3 4依赖于
> ,
差
。 ,

走
。
5

,

左Ξ , Α , ≅ , : 和 材
,

与 μΓ
,

μ Ξ ,

μ
,

ϕ
, Δ 丙无关

·

晋
, ,

。

一
, 。一 1

子
Ψ
奋

·

譬
3

, 是
。

一 Μβ 一

奋
,

二小 η

η
八 , 。

η
η

妞
η

η φ 6 �
η

入切 刀一 , , � , ‘ , 6 ’ 6 , 」乳 尸
6

一二于
ς = 石石

6

乙 ‘

&

三
一 1

!ΞΞ
十 ,

+’&一 1ϑ , ,;户
,

“
‘

一

北
Ψ、

几
、

匀
‘

1, 一 ‘,
·

[
Ξ

州
∴

分别用 八
,

八十 Ξ

取代 μ
。 ,

μ
5 ,

用 Δ、
, ,

Δ
,

取代 ϕ, 人
,

用 ‘Ψ ,
取代 ϑ Ξ ,

由式 1  3给出

1
声

3 Μ ,
。Ψ ,

、 。、。旦

“一 《 2、‘

岁
十

Μ计
�

Η产

1�

1�
6

Μ叶
�
3名

产

、

丫 �
、 ,

, ‘ 、 ,

! 一

, 卜
一

丁言夕+
, γ
卜 入

,

+六一 Ψ Β 一 气! � 夕

φ
γ

6

Μ
, Ψ ‘3名

尸

�
、 , 6 二 、 ‘ 一兰

一

市 二 少+
,

十 入
。

少八
, , Ψ Μ

6

厂
1 Η 3

因式1ΜΗ 3, 1Μ。表明,? 一。时 一
&

。

1 丫
十 ’,

+
。

《
α 尸Ψ气

假设
? Υ ∀时

,

成立

1 : 3

&
,

《
= 夕尸十气几 1 砂产

十气 1 8 3

那么由式 1 � 3
,

1 Η 3继续得
、 Ξ Ξ Ξ

6

ς
Ξ

、

护
1

峙
3Ξ 1

、Ξ 之Ξ

几十 ,
1 ΡΧΦ= 扁 1�Χ ≅击洲津产

, 3
6

1 λ 3

1 7 3

如果取 ≅Υ 4
, = < 14

,
� 3

,

使满足� , 条于 � Ξ
护砂夕

,

井取 β洲分3少Ι 1α 1, 3为使式 1Μ Η 3
,

1Μ : 3

成立的常数3
,

那么由式 1 λ 3
,

1 7 3立 见式 1 8 3继续对
。Ψ �成立

,

根据归纳法式 1 8 3对一切正

整数
?
成立

6

因此

仃
;
Θ;ϑ γ

ϕδ &
。

一 Γ6

。5 1户3> 佃Υ Μ人,

这隐含/?
=

双黔ΘΚ 《“孟
,

即, ϑ ≅ 5 ��� λ Ω #

∗ 一1户3

《
一

、∴&份
·

聋
1

护
’‘Ξ γ

成 1�一。一双3两Ψ ]卜

于是式1� �[3 得证 1, ς 5一 <一
Μπ3

6

‘� ‘ 口

Μ 3 用 1� � 3式进行迭代
6

对任意 尸镇φ
。

_ δ Ι> 1�
、

,

示卜
,

可找到
。
3 4 ,

使尺一Μ

凡Ψ Ι

_ 分
Τ 。‘拿

一 、
1� Γ 3

由式1� � 3得

, = λ � > 5≅ Ω , _
2 1凡 3 Θ 1, 4一心

·

,Γ 3

, = ≅ 5 = > λ Ω
? 钱 夕

Ζ
、

, = ≅ 5 > 5 ≅ Ω
? Ψ Μ凡一 α

1� Ψ ]Σ 3
6

。1、一 , ⎯ Μ 3 Θ 1矛。一 1

导
3ϑ

·

, 。3

因放大 甲
,

式 1� � 3保持成立
,

因此可认为Μ甲Υ �
6

‘1‘一 Ξ 3 Θ 〔, 。一嘴
一 Ξ

·

ϑΓ ,

经过迭代
,

并根据式 1�。3得

? =≅ Ι δ ≅ Θ ? 1 , Ζ ≅ 5 > 5 ≅ Ω

Φ 1凡3 Θ 1,Γ 一 凡
· , 4 3

二 簇 丫 , = λ � �55 ≅ Ω

Ο 1川 Θ 1ϑΓ 一声
6

ϑ4 3 。1‘》Θ 1, 。一磅
· , 。,

。 η , , 6 , 二 , 、

ς
η , 二 , 6

�

二
,

�
、 。η , γ

刀 个 乙φΓ 以 十 斑脚犷
‘

以 十 而 十
’

ς 十 气而厂
‘ γ

《犷〔
? = ≅ Ι δ ≅ Θ ? Ψ

�φ4
15 十 ]Σ 3

Μ夕一 5
Ε成 丫〔妒 十

�φΓ 15 Ψ ]Σ 3

‘1φΓ , Θ 1、一磅
,

、3 Μ甲一 �

5一夕
2犷

η 2
,

5
、 6 η η � ⎯ Φ ,

φ
、 Ξ η η

一 万
、
矛不丁

夕, 。匕,

万、 万
、

瓦
少 ‘9 Π Ρ
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�
、 孟

�Γ 7 二二
ς 护

夕 #
·

,

上式隐含了定理Μ的结论1�  3成立
6

以上证明中设
“α存在

6

但只要象文〔5〕或文以〕那样
,

通过极限过程
,

可不需设 川 存在
,

对

定理中的函数矿
,

同样有式 1� 8 3
,

1Μ 8 3成立
6

从而定理仍正确
6

从定理Μ的证明可见
,

成立
6

扣

定理 设条件 1Μ 3
,
1 3

,
1� Μ 3满足

,

如果 1艺一厂仕
, , , 。 ,

Ξ 。 3 ∴
Μ
3Ξ ⎯ Ξ
毛

。
∴
‘

Ξ 。
一
Ξ Ψ 。, 9 ‘

< Ξ Ξ

云6 �

14
,

/
,

⊥盗1Ο 33 < ∋ “ 1∗ 3满足式 153
‘ ,

及
≅
Σ簇Δ

。 ,

材_ 5
“
[广

1∗3 ,

那么定理Μ的结论仍成立
6
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