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极点配置系统的品质评估

王 永 初

/精密机械工程系 1

摘要 极点配置是一种控制系统设计的重要方法
3

系统品质取决于闭环控制系统的零极点位里

/在 , 平面或 : 平面上 1
3

虽然这个方法可用于全状态反债控制系统或部分状态反馈系统
,

但至今

很少讨论到零点对时间响应的影响的定盆计算问题
3

根据顶期时间响应与极点位置的关系
3

本文

给出最优极点配贵的选择与分部权系数的估计
3

关键词 极点配里
,

状态反馈
,

系统品质

 慨述

零极点校正方法是控制系统设计的一种方法
,

通常有开环校正与闭环校正两种方法
3

开

环校正是基于单位反馈的闭环控制系统
,

其开环系统的特性与闭环系统的特性有可比对应的

关系
,

人们可以依照闭环系统的设计特性 /或称理想闭环系统特性 1
,

顶先推导出理想的开环系

统特性
,

实际系统的特性按零极点补偿方法进行校正
,

最后修改成接近于理想的开环系统特性
3

假设;< /= 1为实际开环系统的特性
,

;
’

/= 1为理想开环系统的特性
,

则从理论上计算
,

校正函

数 甲/> 1应为

甲/> 1 ? ;
3

/> 1 ≅材Α/
> 1 /4 1

在微型机应用于工业生产过程以前
,

利用模拟组件严格实现式 /Β1 的校正函数是很困难的
,

而

在微型机大量应用的今天
,

实现式 /Χ 函

数就 比较容易
,

但如果;< /, 1为高阶有理

函数
,

且 ;
‘

/, 1的零极点均与;< /, 1的

零极点不一致
,

则 甲/= 1的有理函数
,

其分

子与分母项式的阶次会比;< /= 1高得多
,

这样的系统实时控制有困难
3

人们设计

想了一种补偿计方法
,

使 ;
’

/, 1有部分 图 4 典型二阶控制系统
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的零极点与;< /, 1的零极点相消
,

使校正函数 抓
= 1简化

·

这个间题又涉及高阶理想开环传递

函数的闭环系统品质评价问题
3

虽然
,

差不多在控制理论发展的初期
,

人们已经研究了低阶理想的开环传递函数
,

理想的

开环系统的 Δ & Ε Φ 图与根轨迹
,

尤其是二阶系统
,

品质指标与开环传递函数的系数都有确定的

对应关系
,

例如图 4 所示的状态反馈控制系统
,

其状态方程式和输出方程分别为

一 2

4「‘门
3

「
。
4

二 3 。

44 4十 4 4“ Γ 几 二 十 。 Η ,

� ‘Ι ϑ � ‘口 �

Κ “ 0 Λ ,

控制方程为
“ ‘ Μ臼

,

一 夕〕

/:Ν 1

/:2 1

/9 1

「4 < 4
Ο Ο

Ο Ο
3

Ο
3 、 、 Ο 3 Ο Ο

二
Ο , , Ο Ο

‘

Ο 二
‘

二
Ο 3 Ο 3

⋯
、 “ Ο Ο 一

, 3

Ο
当 0 Γ Π

Ο Ο

Β且 Μ 二%Μ Θ
<� 时

,

图 4 反变为仅为状态 Λ =
有观侧猎出与径别的万式

,

即经典团
‘<  �

环控制方式
,

不难得出其闭环传递函数为

Ρ /> 1 Γ /Σ =Ν 1≅ />名 Τ 2> Τ Μ = Ν 1
3

/5 1

显然可取控制器参数

Μ 、 ? 屺 ≅Ν /7Ν 1

成者

Σ = Γ 2名≅ /5宁Ν 1
3

/>2 1

满足系统的无阻尼振荡系数 右或振荡角频率 吠 的要求
,

但仅可满足其中的一个控制系统品质

指标 /泞或 。
,

1
3

「4 < 4
Ο Ο

Ο
Ο = 3 Ο Ο 3 Ο 3 Ο Ο

二
Ο Ο 3

Ο
Ο 3 Ο Ο Ο

Ο
‘ 3 Ο ‘ 。 Ο

Ο
‘
Ο

3 Ο

当 Υ’一 Π二 二Π
3

且 Μ ? 〔Μ
)

Μ 刁
,

图 Β变成两状态反馈控制系统
3

其闭环系统状态方程式的系
% )� ς

ς

一
ς ς ς

ς
ς ς 一

二
ς

统矩阵

「  
∃ 3

Γ ∃ 一 ΔΜ ? Β
% 一 Ν Σ Β 〕 /Α 1

若取

Σ Θ Γ 屺 ≅Ν
,

·

/ΩΝ 1

Σ = 二 /�登叭 一 2 1≅ Ν
,

/Ω 2 1

则系统的两个品质指标均可以同时得到满足
3

这种状态反馈的实质是系统的极点匹配
3

但是

当系统状态变量多于两个时
,

就很难按定量分析方法估计系统的品质
3

因此研究极点配置有

实际的工程应用意义
3

4 零
、

极点对系统品质的影响

一个闭环控制系统
,

其闭环传递函数 Ρ /= 1可以分解成一系列简单环节的和
,

即

Ρ /> 1 Γ 习琳 />1
,

/Ξ 1

其中 Ρ
‘
/, 1可规定为下面三种形式
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Ρ
3 = /> 1 ? ∋

≅ /
> Τ Ν 1

,

Ρ
3 = /> 1 ? 2 ≅ /> 忽Τ Ν = > Τ Ν 。1

,

Ρ
3 = /, 1 二 ΨΦ< /> Τ 〕≅ /尹 Τ Ν = > Τ Ν 。

1
,

器
一4 ΖΡ

3 =
/> 1 Π Γ ∋Φ 一创 ,

器
一’弋Ρ

3 =
/= 1 Π ? /2

。

≅ Σ 1Φ 一‘ >[∴ Σ ]
,

苏
一 ‘ΖΡ

3 =
/> 1 Π Γ 2

& Φ一 Ν, Φ & > Σ ]
,

/⊥ Ν 1

/⊥ 2 1

/⊥ Φ 1

由于
/4 < Ν 1

/4 < 2 1

/4<0 1

式中

? Ν Θ ≅ �
,

Ο 偏卜 /Ν
,

≅�1
=

’ /4 4 1

Ν3纪_
�3、

ΦΦ

决定一个系统稳定性的是极点的实数部

分
,

影响系统的波动度是极点的虚数部

分
3

零点可以改变正弦或余弦响应曲线

的移相角
,

例如式 /62 1比式 /6‘1多了一

个零点
,

因此波形移相 二≅� 弧度
3

理论上
,

我们可能为特定系统制定

一条理想的单位阶跃曲线
,

并将此 曲线

分解成若干简单的基本时间函数
,

再由

此简单的时间函数拉普拉斯变换
、

合并
,

得到该系统的理想闭环传递函数;
’

/= 1

3

兹举一例说明
=
图 � 的曲线 /Ν1 为理想

的单位阶跃响应曲线
,

可由直线 /21
,

指

数函数 /‘1
,

与衰减余弦函数/Ε 1拟合
,

即
图 � 理想单位阶跃响应曲线

. /]1 Γ 苏
一 , ΖΡ

3

/= 1
·

二 Π Γ Β 一 。一
含Τ <

3

9 Φ 一云
Υ & >

而 ] , /4� 1

故有

.‘·’一

于
ς

Β
, 寸

3

下丁
 

十 <
3

9
/> Τ <

3

< Ξ Ω 1

/> = Τ <
3

< Ξ Ω 7 Τ <
3

9 4 Ω � 1

7 3 Τ <
3

9 Α �7 3 Τ <
3

< � 4 Ω Α7 十 <
3

< 9 6 Α 7

/> Τ
、

<
3

4 � 7 1/尹 Τ <
3

< ΞΩ7 Τ <
3

9 4 Ω � 1

Β

,

。Ρ
3

/‘1
· “/, 1

,

/49 1

其中
, Η /, 1为单位阶跃输入信号函数的拉普拉斯变换

,

Ρ
’

/, 1为系统的理想闭环传递函数

Ρ
3

/> 1 二
>, Τ <

3

9 Α � 7 , Τ <
3

< � 4 Ω Α 7 Τ <
3

< 9 6 Α 7

/> Τ <
3

4 � 7 1/7
�

Τ <
3

< Ξ Ω 7 Τ <
3

9 4 Ω � 1

/> Τ <
3

5 Ξ 7 5 1 /7
�
一 <

3

4 � 9 5 7 十 <
3

< Ξ 4 Α 6 1

/> 十 <
3

4 � 7 1/>若十 <
3

< Ξ Ω 7 Τ <
3

9 4 Ω � 1

Η /> 1 一 Β≅ 7
3

/4 5 1

/4 7 1
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通常采取零极点补偿与校正方法
,

满足 Ρ
3

/= 1特性的要求
3

在采用状态反馈的系统设计中
,

时间连续的状态方程式与输出方程式

二 ∃ Λ 十 Δ “ ,

Γ ΥΛ
,

/4 Α 1
ΙΚ

才3宜
�

、Β飞

可离散变换成时间离散的状态方程式与输出方程式

《Λ /Σ Τ 4 1 Γ ⎯ Ι /Σ 1 Τ 几 /Σ 1
,

Κ /Σ 1 Γ α Λ /Σ 1
,

/4Ω 1

其中 Θ 一产丁
,

⎯Γ 丁泌∋Ε 二 。在线性反馈的情况下
,

有

Η /Σ 1 ? 一 Μ /Σ 1Ι /Σ 1 ? 一 以
=
/Σ 1

3

Σ :
/Σ

=
1⋯ Σ

。

/Σ 1〕Λ /Σ 1 /4Ξ 1

上式代入式/4 Ω 1得 Λ /Σ Τ Β1 ? ⎯ Λ /Σ 1一厂Μ Λ /Σ 1
3

则知闭环系统的特性方程式为

Ε Φ ] Π� 4 一 ⎯ Τ ⎯ Μ Π 一 <
,

/46 1

并可分解成

8 /ϑ 1 Γ Ε Φ ] Π� 4 一 ⎯ Τ ⎯ Σ Π ‘ /: Τ 夕
、
1/: Τ 夕

�
1⋯ /: Τ 风1 一 <

,

/� < 1

: 可能是实数极点也可能是共扼复数极点
,

但它们是依照采样周期的量纲加以无因次化的数
,

例如 :
‘
? 一口

。
二 Ν ‘ , Ν ‘二 Β 对应于等幅振荡

Θ山β Β
,

对应于发散振荡
Θ Ν ‘

χ 4 ,

对应于衰减振荡
,

且
Ν ‘

越小
,

其信号分量的衰减度越大
3

这里以原信号衰减至 。
3

7呢为例
,

给出不同 碑。所对应的经

历时间 ] , /] , Γ ∴ −
,

− 为采样周期 1
,

如表 Β所示

表 ) ] ,

与 Ν ‘

的一组关系数据

Ν ‘ 月 Ν 成 月 Ν ‘ 月

ς
一一一一一

ς ς一ς ς ς
3

ς

一
一

一
ς

, ?ς

一一

一
3勺六!七曰丈!

753毛93�3<
3

6 7

<
。

6 <

<
。

Ξ 7

<
。

Ξ <

<
3

Ω7

<
3

Ω <

<
。

Α7

<
。

Α <

<
3

77

 
。

7 <

<
3

5 7

<
。

5 <

4 9

4 4

6

Ξ

Ω

Α

<
3

9 7

<3 9 <

<
。

� 7

 
。

� <

<
。

4 <

19<9967刀7/采去!七

复数极点可记为 ϑ[ = Γ 山Β

产
,

几 Γ 氏4

产
,

这两个极点对应
ϑ
变换为

二
≅ϑ 一Ν[Β 产与

二≅ϑ 一山ΒΦ 一共
,

其复数极点对的
ϑ
变换为

君以 一 氏哪幻Ρ
‘%艺 少 Γ

一Θ ,
一

= 丁ς 丁一
3

ς弓找甲? 一下一? 飞
ς

忿 ς

一 乙召‘气0( >口少名 十 召万

/� 4 1

式中
Ν ‘

及 Φ 与二阶振荡环节的振荡角频率气 及无阻尼振荡系数 子有如下关系

? Φ 一气− ,

Γ 叭− ≅ ∋ 二 护
/� � 1

Ν力甘
∋
3

Β夕、,]

极点决定系统的动态响应品质
,

而零点不仅影响系统响应的稳态值
,

而且对超调量也有重大影

响
3

例如式 /� 4 10 & >Α一 Υ & > 5 >
&

Γ <
3

Ω < Ω 4
,

零点分别取 <
3

6 < , <
3

7 <
, <

3

Ω < 与 <
3

Α
,

在 右? <
3

Ω < Ω 下
,

其单位阶跃响应的稳态值如表 � 所示
,

表中 ϑ
。

表示零点
,
Ι /Υ& 1表示稳态值

, △Ι /Υ& 1为稳态

偏差
3
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<
3

6 <

表 � � 。

对 Ι /Υ& 1的影响

<
3

Ξ < <
3

Ω <

<
3

� 6 5 <
3

7 4 Ω

<
3

Ω < Α <
3

5 Ξ9

 
。

Α < Χ
3

7<

Ι /Υ& 1 <
3

4 �� <
,

Ω Α6

△Ι /Υ& 1 <
3

ΞΩ Ξ <
。

�9 4

为了研究 : 。零点对超调量的影响
,

应使各种情况的 Ι /Υ& 1处在同一个可比的稳态值下
,

为此

将式 /� 4 1改写成

Ι /ϑ 1 。 ϑ 一 4 /Β 一 2ϑ 一4

ς ς 二
一丁 Γ 才、) 丁= Φ> ΦΦ Φ> Φ> >Φ 尸二丁Φ> 牛Φ> ΦΦ

3

竺 ∋ 二丁
。

扭 %之 少
一

吸Β 一 口之
‘

十 0 之 3

1
/� 9 1

例如 :
。
一 <

3

Ω
,

则 Μ ,
取 4

3

69 5
3

在这种情况下
,

式/� 91 可写成

Ι /∴ 1 ? 4
3

5Ι /∴ 一 Β1 一 <
3

6 ΞΙ /∴ 一 � 1 Τ 4
3

6 9 5Η /∴ 一 4 1 一 4
3

9 7 9 Ξ Η /∴ 一 � 1
3

/� 5 1

当
“/∴ 1为 ]1 。的单位阶跃信号时

,

Ι /∴1 的响应曲线如图 9 的曲线� 所示
�

如果取  ! ∀ !
�

#!
,

则 ∃ % & ,

此时式 ∋ () ∗变成

+ ∋” ∗ % + ∋ , 一 & ∗ 一 !
�

−+ ∋ , 一 ( ∗ . / ∋” 一 0∗ 一 !
�

#“ ∋ , 一 (∗
�

∋ (# ∗

当
“ ∋ , ∗ 为 1 ∗ 。的单位阶跃信

号时
,

其响应曲线如图 ) 的曲

线2 所示
,

其中
, % 3 4 &5

, ,
为

采样序号
�

显然零点 6 。

不宜

选择太大
,

一般在 !
�

(一。
�

7 之

间选择
�

具有零点的二阶振荡

环节
,

其超调量
。
肠同 右的关系

已不是单值关系
�

只有不具零

点的二阶振荡
 
变换离散系统

右同
8 9才有确定关系

,

并可按

下式估计

:
登勺 !

�

7 ∋ & 一 。; 0! ! ∗ ,

叭 、 <
�

7 ; 1 ,

图 ) 不同 6 。

值的响应曲线比较

∋ (7 ∗

式中 叭 及 泞分别表示无阻尼振荡角频率与无阻尼振荡系数
, 1 ,
为输出变量跃变以后至稳态值

09附近所经历的时间
�

表 ) 列出一组 口与 右
, 1 ,
与蚝 的关系数据

�

离散数字控制系统的采样周期选择
,

同样对系统的零极点配置会产生影响
�

以往的采样

周期选择
,

仅仅从信号处理过程的保真度考虑
,

这是不合适的
�

由式 ∋( (∗ 知道

= %

—
旦一一

气 了卜 歹
∋(> ∗



� � < 华 侨 大 报 4 6 6 9

。至 。《Α《要范围内
,

一般在粤《Α镇要内取值
‘ < <

表 9 Ε 呢与 乙‘
,

与岭 的一组关系数据

<
3

7 5

<
。

7 4

<
3

5 Ξ

<
‘

5 7

<
。

5 �

<
3

9 6

<
3

9Α

] ,

7 >

Β飞

Βδ [∴

>δ[ ∴

�<δ [∴

9<) ∴ [∴

<
3

6� ∋ ΝΕ ≅ ‘

<
3

5 Α∋3 Ε ≅
>

5
3

Α∋Ν Ε ≅ δ[ ∴

<
3

6�∋ Ν Ε ≅而 ∴

<
3

�9∋Ν Ε ≅ δ[ ∴

<
3

4 79 ∋ ΝΕ ≅ δ [∴

嵘一4<47�7�<9<975<口� �� 口‘‘。,!∀

# 状态反馈系统的零极点配置

状态反馈控制系统是属于现代控制理论范围畴
∃

常见的系统设计方法
,

是设计反馈矩阵

% 以满足预定的二次型 目标函数达最小值的条件
∃

近几年来
,

零极点配置的方法引起广泛兴

趣
,

原因是这种方法简单
、

直观
,

而且控制效果容易估计
∃

状态方程式的闭环传递函数为

& ∋ ( ) ∗ + 留, 一 − . + % 〕一 ‘/
, ∋ # 0 )

其极点满足 12 3留, 一 − . + % 〕4 5
∃

6 ∋, )的零点满足 123 留, 一− . + % 〕4 77
∃

当状态方程采用

如下范型结构时

∋ # 8 )“

、9
∃

62∃通22
卫
22∀
∃∃
∃∃∀八:;22⋯<

三产

⋯
<
∃

∃
‘

∀

.=

、

9
∃

2(2(
∀>甘?;⋯>�<<⋯

工亏>
一

⋯∃

>甘>甘⋯

一 ≅ 。
一 ≅9 一 气

∃

” 一 ≅∃ 一 ,

广‘‘Α‘‘∃‘∃<‘,∃‘∃Β

一一才

则有 1 2 3 〔Χ < 一 − . + %〕∗ (∃ . ∋凡 . ≅ 二一 Δ ) (’一 ,

. ∋ %
, 一 Δ

. ≅一 Δ ) (’一名 . ⋯ . ∋% Δ . ≅ Δ ) ( . ∋ % 、 . ≅ 。
)

∃

∋ Ε 7 )

式 ∋Ε7 )同理想的闭环特征方程式相比较
,

就可以确定矩阵 % 4 〔% Δ % Δ ⋯ %
∃

〕
∃

离散状态方程的

闭环反馈增益矩阵的选择
,

如前面式 ∋# 7) 所示
·

一个闭环系统
,

按 , Φ − Γ 法则选择
,

其理想特征方程式的系数如表 Η 表示
∃

表 Η 了对应的系数

系统阶次
Δ + , ( , ∃ , , , , , ,

,∃

月 口 2 口(
山 召 ∃ 口 Δ 口 ,

贬

如

# <
∃

7 7 7 <
。

Η <Η 7 <
∃

77 7

Ε <
∃

77 7 <
∃

Ι Χ 7 #
∃

<Χ 7 <
∃

7 7 7

Η <
∃

7 7 7 #
∃

<7 7 Ε
∃

Η 7 7 #
∃

Ι 7 7 <
∃

7 7 7

Χ <
∃

7 7 7 #
∃

7 0 ϑ Η
,

8 8 8 Χ
∃

Η 8 8 Ε
,

Ε 88 <
。

7 7 7

ϑ <
∃

7 7 7 Ε
∃

#Χ 7 ϑ
∃

Χ8 ϑ 0
∃

Χ 8 # Ι
∃

Η Η < Ε
,

8 Η Χ <
∃

7 7 7
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因此
,

状态负反馈的理想闭环传递函数的特征方程式可记成

广 Τ Ε一 = >一
,

Τ 应一
]广一 , Τ ⋯ Τ 应一 Β, Τ 舀

。

二 & ,

比较式/9 < 1与式 /9 41 的系数
,

可得

/9 4 1

凡 二 凡
Ο = 一 ΝΒ 一 4 ,

/9 � 1

式中扁
一 =

如表 5 所示
,

它与特征方程式的最高阶次及
,
的幕次数有关

3

例如

、诬落_Β

⋯
ε�

ΚΚ∀;心

77 77

77<
<>甘<<

7

7

7

7

7

一 7
∃

Χ

<

7

7

7

7

一 #
∃

7 7

一 Η
∃

Ε 一 ϑ
∃

#

7

一 Χ∃ Χ 一 <
∃

则有

% 4 〔7
∃

Χ <
∃

0 Η Χ Ε
∃

< Η <

因此
,

按照极点校正方法
,

有可能得到一个

也可以按分部极点与零点配置
,

即

论 ∋ Δ )

, Φ − Γ

#
∃

Ε 8 # <
∃

7 8 ϑ <
∃

7 7 7〕
,

为最小值的闭环状态反馈控制系统
∃

同样
,

二 习论
<
∋( )

,

其中
,

诚 ∋ Δ )
,

Λ 4 9
,

#
,

⋯
,
Μ

,

一般可取 Λ《Ε ,

预先按理想的时间响应选择
,

并采取状态反馈将闭

环系统的极点校正为 榨 ∋ , )所选择的极点
∃

由于 碗 ∋ Δ )均可以估计其时间响应
,

所以 俯 ∋ ! )的

时间响应也可以估计
∃

这样系统设计的品质指标就变及异常清晰
∃

Ε 小结

零极点配置的方法很多
,

其中最常用的方法是利用补偿器的部分零点与极点同对象的极

点与零点相消
∃

这种方法简单
,

但不稳定的零点 ∋或极点)需要由不稳定的极点 ∋或零点)才能

消除
,

这可导致补偿器实现的困难
∃

状态反馈极点配置同时可兼顾极点校正与最优调节两种功能
∃

尤其是当系统可观测时
,

引入状态观测器
,

可减少大量的检测器与传感器
,

利用观测 的状态代替实际对象的状态
,

实现

状态反馈控制
,

按理想极点配置实现某一种准则下的最优控制是完全可能的
∃

这种方法的进

一步发展有两种趋势
Δ ∋ 9) 研究高阶系统的理想极点 ∋本文仅给出 ϑ 阶 )配置

,

在计算技术高度

发展的今天是完全可能的
,

并对不同对象的最优准贝。
,

如 ,(Γ 一

∀二
∋‘) Δ 13

,

, Φ − Γ 一

∀刀
。 ∋, ) Ν

13 等等进行比较
,

即从优化之中选优
,

进一步提高系统的控制品质
∃

考虑到工业对象对控制

的要求不是唯一的
∃

如 Ο一Β 调节
、

浮压调节
,

其理想的过渡过程均不是最小的 ,( Γ 值
、

, Φ − Γ

值等
,

而是一个平缓的渐稳曲线
,

这种曲线由若干分部传递 函数的时间响应曲线来通近
,

因此

分部配置零极点的方法研究仍有实际的工程意义
! ∋#) 配合降阶观测器的研究

,

开展降阶状态

反馈控制器的研究
,

其核心是优化控制
,

但最困难的仍然保证降阶控制系统的鲁捧性
∃

系统设计走向定时化是必然的趋势
,

各种系统质量评估的方法相信会引起人们更大的重

视
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