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色散方程的六点半显式差分格式

王 子 丁

2管理信息科学系4

摘要 本文构造色散方程 。 ,

二, < 的一类三层六点的差分格式
‘

其截断误趁为 +2 尸= 护 = 尸> ?, 4
7

格式是无条件租定的
,

且用的网格点数少
,

精度高
,

可以用显式进行什算
7

文末用数值例子说明了

格式对定娜间超的应用
7

关镇词 色徽方程
,

截断误羞
,

无条件祖定
,

半显式差分格式

+ 引言

在数值计算中
,

对于差分格式而言
,

稳定性好的显式格式一般要比隐式格式经挤 碍 多
,

对

于色散方程
“ ,

二 ≅ “
< 2≅ 为常数

,

可正可负 4
,

在文〔幻中提出一类三层无条件稳定的半显式差

分格式 &
7 ,

其截断误差为 +2
; = 矿十尸>?

二
4

,

本文是对格式 &
7

的推广
,

提出一类三层的无条件

稳定的半显式格式
7

此格式只用到六个网格点
,

其截断误差可达 。2尸= ?Α = ;Β > ?’ 4
7

它在计算的

一层网格点仍不是牵涉到相邻的网格点
,

而是牵涉到相隔一个节点的两个网格点
,

但与& Χ2或

&全4不同的是第
。
层只用到两个网格点

7

在计算过程中
,

采用半显式计算
,

即先从左向右显式

地计算佣数节点的网格函数值
,

然后再显式地计算奇数节点的网格函数值
,

从而格式是无条件

稳定
,

又大大减少工作量
7

文末用数值例子说明了本格式对定解间题的应用
7

为了分析差分格式的毯定性
,

先介绍如下 ΔΕ66 Φ; 准则
‘6,7

当 Γ& ,Η ,3 ,时
,

复系数二次方程

&护 = Ι 孟= 3 Η +
,
2& 护 + 4

具有模为 � 的不等复根
,

其充要条件为
Α万Ι ‘刀亡

,

且 ϑΙ ΓΚ  Γ& Γ
7

� 差分格式的构造

设
;
为时间步长

,
? 为空间步长

,

网域由求解区域的点集 2Λ 7 、
Μ

7

4构成 2,
、。
为整数 4

,

在节

本文 �8 8�
一
�  

一

 Ν 收到
7
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点2‘
、
Μ

7

4处用 ‘ 表示微分方程的解
,

即 心二Ο2 ‘
、

‘4
,

用峪 表示差分方程的解
7

将下列的数值徽分公式

2Ο ,

4二二 26>  4〔2Ο Α

4二一 Α = 2。
,

4二= Α 〕= 5 2? Β 4
,

2Ο ,
4二一 Α , 26> Β; 4〔Ο票、一

Ο琴、4 = 5 2产 4
,

2。
,

4二= Α , 2� > Β; 4〔Ο芯、一
Ο
玩、4 = 5 2沪4

,

2,
< 4二二 26 > Β?

,
4 2Ο二= Α

一 ΒΟ言=
,

= ΒΟ 二一 Α 一 Ο二一
Α

〕= 5 2?
,
4

,

2。 4二= Α Η 2� >  42Ο
芯、= Ο 与人4 = 5 2户 4

,

2。 4二一 Α , 26 >  4〔Ο 禁、= Ο
票、4 = 5 2沪 4

,

代入方程
2“

,

4二Η ≅ 2“< 4二

中
,

舍去余项 +2 尸= 护 = 尸> ? , 4
,

便得到以下的差分格式

2� > �; 427粼 一 7

晶 = 刀

当 一 公

昌 4

Η 2≅ > Β?
,
4咖二= Α 一 22Π芯、= 。奈、4 = 2刀出 = 。苏、4 一 略

一 Α

〕
,

令
Θ Η ≅ ;

>?
9 ,

则得到本文的差分格式

26 >  = ; 47

忠 = 2� >  一 ;知票、

Η ; 2。二= Α 一 。二一 Α 4 = 2� >  一 ; 4。昆 = 2� >  = ; 4。昌
,

对于
≅ Ρ + ,

即
; Ρ + ,

我们采用从左往右显式地计算第 2, = 64 层的公式

� � 8

、产
�

、矛、�、了、户
、�了、�了 �!,曰∀ 连

##∃
�勺

‘奋、产‘、了、了几了�、子�、

% & ∋

% ( ∋

喘
一

。
)

%器袋影号∗
·

二 )

%万刃六石
百
∋
‘·+

一
, 一 , 一

%−摧母兴∗。
,
‘. ∋

对于
/ 0 。即

1 0 。
,

我们采用从右往左显式地计算第%。 ) 2∋ 层的公式

‘一晶
)

%粉杏兴∋唱
)

%而
乏冬万∋“一

、一卜陪分当召∋3,422
,

% 5 6 ∋

7 截断误差

由式 % 7 ∋
、

% 8 ∋得

29 :1 %。浅 一 ;

晶 ) ;
禁、一

“

昌 ∋

< % ;
,

∋二) 一 ) % ; ,

∋二一
,
) = %户 ∋

>
‘ , 、 ? �

>
≅ ,

< 艺‘; ‘, 二十 > “ ““, ∋ + 十 元‘“曰 , 二十 丽石Α;动 , 孟十 “‘九
’

, 一 “‘1’ ∋ ,

所以
%。 , ∋二< 29 Β 1 % ;粼 一 ;

品 ) ;

出 一 ;

昌 ∋

>
盆

一 丫
“

刃,
> � ,

一 丽 ‘“曰 ∋ + 十以 1’ 十 丫 ∋� % 5 5 ∋

又由 Χ / Δ2= 1 展式
‘

� , 、

二 5
, ? , 、 , , 、 。 �

5
, ?

, 、 , ,

“
“

, Ε “‘ 士 执‘“ 二 少二十 石‘艺∀ 少
“
Α“二 , 少妥 士 盯铭

∀ ,
’
气“ 二, , 二

2
, ‘ , 、 , , 、 � ,

5
, ‘ , 、 , , 、 。 �

5
, ‘ , 、 � ,

月<
川

1屯
�

气乙九 户
�

气材二�  舀 二二 言丁灭乙八少
’
气; 二 Φ 夕+ 州卜 二言Α乙九 

’
气“二 � 少+ 土

任二 Γ 二 Γ 二
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�
,

二
、 , , 、 。 7

�
, ‘ 。 、 7 ,

土 万 “乙Τ 少
’

气Ο 尸’‘十 丽“乙Τ ,
一
‘“护 ’‘十 。‘Τ

’
, ,

得

二
, , 、

二
, �

, ‘ , 、 7 , 、

⋯
�

, ‘ , 、 。 ,

“‘= , 一 Ο 舀一 , Η 乙
7
乙Τ ∋“‘ , 舀十 ‘

’

万 ‘乙Τ ,
一
、Ο Υ , , ‘ 十 乙

‘

Ε厄石‘乙
Τ ,

一
‘Ο 护 , 舀

= Α
7

尖2 , 4, 2Ο , 4Α = 。 2, , 4
,

了名
2�  4

同理
‘ , , 、 。 7

, 6
, 。 ,

Ο ‘= , 一 Ο 妥一 , Η 乙
’ Τ ‘“二 , ‘一 乙

’

万Τ
一
气ΜΜ 二 , , 孟

�
, 7 , 、 。 , ‘ �

, , ,

叶
7

乙
7 Θ 下丈几

一
叹“护夕舀

7

十 乙
7 二二几

’

气“尸 !云 州卜 ∀ 气丹
一

少 ,

� 乙− ς 工

2� 9 4

由式2�  4
、

2� 9 4得

6
, 。

丽
‘Ο ‘= , 一  “二= Α = ΒΟ 二一 Α 一 “二一Α 〕

Η 2“< 4二

7

?盆
,

十 万切户‘
�

, 。 7

7

护 二兮 气乙
Ω

一 � 少Τ
’
气材产 少白+ 气Τ 一 夕,

, Α

所以

2“< 4Α Η
�

, 。

丽
仁“‘= , 一 ΒΟ二= 6 =  “二一

、
?

9 ,

一 “二一口 一 万气“ΛΞ ‘

6
, ‘。

一 石‘乙

一 封 Τ ’

、Ο 尸 少‘十 。、Τ
一 ! ’ 2� � 4

将式2Σ 4
、

2Ψ 4代入式2�� 4得

�
, Ζ , , 。二 , 7 Ζ Ζ , 、 7 , 。‘ , 7 。 Ζ , 、 。 、

‘Ο < , 妥 Η 丽甲孟= , 一 叹‘“‘=’6 十 “妥=’6 , 十 叹Ο 舀碗 十 “‘一 , 一 Ο
卜口

一 丫ΟΛΞ 4Α
? 名 一

六
2 一 � 4,

·
2一 4Α = ·

2
2

若
, = “·

4
,

2� Σ 4

把式2[ 4与式2�+4
、

2� � 4比较得通近色散方程 2。
,

4二Η ≅2
“
< 4二的差分格式2[ 4 2或2Ν 44的截断误

差为 + 2尸= ? 6 = 尸> ? , 4
7

9 稳定性分析

用变数分离法分析差分格式的稳定性
7

对于格式2Ν 4
,

令

‘ Η 护产
口

川 Ν Γ Κ 二 , Ε, < 一 6 4
,

将式2� Σ 4代入式2Ν 4
,

得到特征方程

〔2� >  = ; 4尹 = 2� >  一 , 4Φ一
勺护

‘

Η ; 2Φ , 一 Φ 一时 4人= 以 6 >  一 ; 4Φ ! = 26 >  = ; 4Φ 一 诊〕
,

即

2Φ 5 ΞΞ = ΕΒ;Ξ ΕΤ 5林
∴
一 ΕΒ; ΞΕΤ Β5孟一 2Φ 5 Ξ 5 一 ΕΒ;Ξ ΕΤ Ψ 4 Η +

,

此时

& Η Φ 5 Ξ Ψ = ΕΒ; ΞΕΤ 5
,

2� Ψ 4

2� [ 4

2�Ν 4

2� 8 4
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3 Η 一 2Φ5 Ξ Ξ 一 ΕΒ;Ξ ΕΤ 54 Η 一 又
,

Ι Η 一 ΕΒ;Ξ ΕΤ口
,

2 + 4

2 � 4

显然 Γ& ϑ二 Γ3 ,
,

ϑ又刀一万3 ϑ, ϑ万2Ι = 万4 Γ“。
,

故由 ΔΕ66 Φ ;
准则

,

知其格式稳定的充要条件为

ϑΙ6 Κ  ϑ&,
,

亦即

Γ;Ξ ΕΤ  Ν Γ Κ Γ
Φ 5 ΞΦ = ΕΒ;Ξ ΕΤ 5 ϑ 2  4

�; 名Ξ ΕΤ Β氏+ Σ ΣΝ Κ Φ5 Ξ  + = �尸Ξ ΕΤ Μ5
,

即 � ; ΒΞ ΕΤ 名+2Φ5 Ξ 盆+ 一 6 4 Κ
Φ 5 Ξ 7 5

,

一 �尸9 ΕΤ ‘口Κ ]5
Ξ Β5

7

2 9 4

显然
,

式2  4对任意
;
均成立

,

所以差分格式对常数
≅
都稳定的

7

� 界面层的计算

本格式可用于计算定解向题

Ο ,

Η ≅ Ο

<
,

2+ Κ Λ Κ 6
, Μ Ρ + , ≅ Ρ + 4

,

Ο 2+
, Μ4 Η ] 2Μ 4

, Ο 二
2+

, Μ 4 Η 刀2Μ4
,

2Μ Ρ + 4
,

Ο 26
, Μ4 二 . 2;4

,

2Μ Ρ + 4
,

Ο 2Λ ,

+ 4 Η 杯 Λ 4
,
2+ 2 Λ 《 6

, Μ Ρ + 4
,

2 � 4

2 Σ 4

2 Ψ 4

2 [ 4

Ο ,

Η ≅ “

<
,

2+ Κ Λ Κ �
,
Μ Ρ + , ≅ Κ + 4

,

“ 2+
, Μ 4 Η ] 2Μ4

,

2Μ Ρ + 4
,

“2�
, Μ 4 二 . 2Μ4

, “二2�
, Μ4 Η ( 2Μ4

,

2Μ Ρ + 4
,

“2Λ
, 5 4 一 帆 Λ 4

,

2+ 《 二 《 �
, Μ Ρ ∀4

,

2 Ν 4

2 8 4

29 + 4

29 � 4

这里常数
≅ 和函数 3 2Μ4

、

⊥ 2Μ4
、

. 2Μ4
、

( 2Μ4
、

杯二4为已知
,

并假设式 2 � 42或式 2 Ν 44在求解区域

上的解是存在
、

唯一
、

充分光滑
、

网格集2‘
、
Μ 7 4 2, Η 。

,
6

,
 

,

⋯
,

Δ
, Τ Η 。

,
6

,

 , ⋯ 4, ‘“ , ?
,

? Η

�>Δ7

由于本格式是三层的半显式格式
,

所以在应用本格式之前
,

除初始层网格函数记 Η Ο2 ‘
,

。4二诃Λ 7
4已知外

,

还必须借助其它方法计算第一层网格函数值此
7

选用下述方法计算姑
,

即

假定
,

当 Μ一 ∀2即
, Η ∀4时

,

色散方程 2, ,

4二Η ≅ 2Ο < 4二的下列显式成立

�
, 。‘ , 。 Ζ , 、 ≅ , 。 ‘ 。

子叽
’ ‘

一
“

, Η 砰
、Μ;Ω ” 一 却二=� 十 艺‘

一‘ 一 ‘
一 , , ’ 29  4

不难验证
,

其截断误差为 + 2户= ? , 4
,

稳定性条件为 6;6 Κ +
7

9 Ν�8 “〕 ,

从式29  4 可得到

“ Η 吐 一 ;2 吸
= Α 一  此

= Α =  皓
一 , 一 。

乙
一 Α 4

,

将式 29 9 4代入式 28 42当
≅ Ρ + 时 4得

29 9 4

6
,

6

吸 = , Η 刀示
,

十 百‘百 十
; ,‘

一, 一 以 十 ; ,‘
一 ,

6
,

�
、 。 7 ‘ 。

�
,

6

十 下
<
气下, 一 ; ,丐

一 6 十 乙;刃二 一 下; 气下
甲

十 ; 少岭
= �

十
‘ 乙

“
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6
,

�
十 气Ε 一 犷, 刀云十Α 一 下

7

气
7

言 一 ; , 刃二= ≅,

“
29 � 4

若将式 29 9 4代入式2� + 4
,

2当
≅ Κ + 时 4得

�
,

6
7 Θ 一 ,

Η 璐
= ‘
一 百‘万 一 犷川二一 , 十 以 十 犷川Θ 一 ,

一

合
2

合一
4、

一 Α 一  、 =

音
‘

专
= ·4。“一

一 2�
一

4、
= Α =

专
2

告一
4、

十 Α ,

29 Σ 4

对于边界 _ Ω 一 �
,

。
,

� 和 二二Δ一 �
,

Δ
,

Δ = � 的函数值叭
Α ,

讨
,

试 和 。石一 Α ,

喃
,

喃
十 Α ,

可由

式 2 Σ 4
、

2 Ψ 4
、

2 8 4
、

29 + 4计算如下
Π性 Θ

Η 7 言一 ? 2Ο
二
4名Η ] 2Μ

。

4 一 ? ⊥ 2Μ
。

4
,

29 Ψ 4

岁忿Η ] 2Μ
。

4
,

29 [ 4

, 宝Η Π名= ? 27
二
4名Η Φ 2Μ

一

4 = ? ⊥ 2Μ
一

4
,

29 Ν 4

喃
一 6 < 7 几一 ? 2:

二

4几< . 2Μ
7

4 一 ?( 2Μ
7

4
,

29 8 4

Π备二. 2Μ
一

4
,

2� + 4

喃
= Α
二喃 十 ? 2叭4石Η . 2Μ

一

4 = 人尸2九4
7

2� � 4

由于本格式的形象图为
·

—
·

—
7

—
·

—
· ,

当2。一 64 层及第
。 层的网格函数

值及第2Τ = ”层的边界值已被计算时
,

采用本格式计算公式28 4 2或2�。”可先从左往右2或从

右往左 4显式地计算第2Τ = 64 层上偶数节点的网格函数值
,

然后再显式地计算第2。 = 64 层上的

奇数节点上的函数值
7

� 数值例子

考虑定解间题

⎯
“ ,

Η ≅ Ο
<

,

2+ Κ Λ Κ �
, Μ Ρ +

, ≅
Ρ + 4

,

“ 2+
, Μ 4 Η Σ ΕΤ ≅ Μ

, Ο 二

2+
, Μ 4 Η 一 Φ郎≅ Μ ,

2Μ Ρ + 4
,

“ 26
, Μ 4 Η ΞΕΤ 2≅ Μ 一 �4

,
2Μ Ρ + 4

,

“ 2+
, Λ 4 Η 一 。ΕΤ 二

,

2+ 《 二 《 �
, Μ Ρ + 4

,

2�  4

2� 9 4

2� � 4

2� Σ 4

及

Ο ,

二 ≅ Ο
<

,

2+ Κ Λ Κ �
, Μ Ρ + , ≅

Κ + 4
,

Ο 2+
, Μ 4 Η Ξ ΕΤ ≅ Μ ,

2Μ Ρ + 4
,

Ο 26
, Μ 4 二 Ξ ΕΤ 2≅ Μ 一 64

, “二
2�

, Μ4 Η 一 Φ 5 Ξ 2≅ Μ 一 6 4
,

2Μ Ρ ∀4
,

Ο 2二
,

+ 4 Η 一 ΞΕΤ 二
,

2+ 《 Λ 《 6
, Μ Ρ + 4

,

2� Ψ 4

2� [ 4

2� Ν 4

2� 8 4

;ϑα6α咬,α
6

它们的准确解都为
“2￡

, Μ 4 Η ΞΕΤ 2≅ Μ 一 Λ 4
7

2Σ + 4

定义误差嵘 < 嵘 一吸
,

其中嵘 < “2Λ
7 , Μ

7

4是由式 2Σ +4 算出准确解
,

而 “二是 由本格式算出

的差分解
,

记 Λ 7
二 _ ? 2_ Η 。

,

�
,

 
, 二,’ �+ 。4

,

下面是误差 尺 的部分数值表
7
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表 �
,

当 ≅ Η 士�
,

? ‘ +
7

+� ,’; Η 氏 ++ +Σ 时的公
一

值

一
月

‘ Ω < 曰
<

< 7 一

7 7 7 7 7
口

,
目

目7 77 7 7

, 、

、
Ζ

 + +

ΣΣ

[Σ

�7 9 Θ多才乓
于 Θ Ω

8
。

� 9. 一 Ψ

�
7

�  . 一 Σ

 
7

[ Σ. 一 Σ

Ν
7

9 Ψ. 一 Σ

9
。

Σ Ν乙一 Σ

Σ7
一

Ψ� 忍二含

Ν
7

8Ψ. 一 Σ

Ψ
7

9 [.一 Σ

 
。

9 8. 一 Σ

�
7

拐. 了 Σ

9
7

[8. 一 Σ

9
7

+ , . 一 Σ

�
。

[ . 一 Σ

8
7

9 Ψ. 一 Σ

9
7

[ Ψ双一 Σ

[
7

� 9. 一 Σ

Τ甘∗#��,曰

�
7

 Ψ. 一 Σ

Σ
7

8 [. 一 Σ

Ν
7

[ � . 一 Σ

+
ϑ

++++

参 考
二

文 献

〔,〕 Δ‘66
Φ ; ,

!
·

!
·

)一!
·

>
”“

·

枷
?

·

八吵之
,
一旦2工8 [‘奢

,

Θ 8 [ 一 �∗Ψ
·

〔幻 曾文平
,

解色散方程的一类新的无条件稳定的半显格式
,

华侨大学学报2自然科学版4
,

9 2� , 8 � 4
,

 [ � 一

 [ Ν
7

一

广
,

, ,

反
二

厂
Θ ‘Ω

〔9〕 黎益
,

关于色散方程 肠二。< 的三层显式差分格式
,

四川大学学报2自然科学版 4
,

92 �8 ΝΝ4
,

 8Ν 一 9+ Ψ7

〔幻 秦孟兆
,

色散方程
二,

二 ≅ , < 的差分格式
,

计算数学
,
Ψ 2�8 Ν� 4

,

�一 � 97

〔Σ〕 /β ;Φ Εβ
7

�
7 ,

Δ 5 ; χ Ξ ,

!
7

∋
7

∋
7 ,

!5
Ο

,
≅ 6 5Χ 3 5

砷
Ο 止以 Ε5 ”≅ 6 户丙, ΕΦ/

,

 + 2� 8 [ Ψ 4
,

Ψ� 一 Ν +
7

/Φ _ Ε
一
. Λ : 6Ε] ΕΜ ⊥ ΕΧΧΦ ; Φ Τ ] Φ Ξ ] ?Φ _ Φ Ξ

诚 Ξ ΕΛ : ∗ΕΤ Μ # 仆] 5 Τ χ ΕΜΕ5 职66δ

/ Μ≅ ε6Φ ∃ Φ 6尽ΜΕ
·

Τ β Μ 5 ⊥ ΕΞ φΦ ; Ξ ΕΠ Φ . γ Ο ≅ ΜΕ5 Τ

η 血
Τ β ΒΕχ玩β

2!动
≅材, Φ 5 Μ 5Χ 拟χ Τ ≅ β Φ别限

。Μ 石诱川加材闭 / ]Ε 5 ]Φ 4

&ΨΞ Μ; ≅ ] Μ η ΕΜ? ; Φ 6≅ ΜΕ5 Τ Μ 5 χ ΕΞφ亡;Ξ Ε邓 Φγ Ο ≅ ΜΕ5 Τ Ο ,

一 ≅ Ο
。

,
5 Τ Φ ιΕΤ χ 5 Χ Μ?;ΦΦ 6≅ ΠΦ ; ≅ Τ χ ΞΕΛ

:5 ΕΤ Μ χ ΕΧΧΦ
; Φ Τ Φ Φ ΞΦ ?Φ _ Φ Ξ ≅ ; Φ

]5 Τ Ξ Μ; Ο Φ Μ Φχ
,

ϕ ΕΜ? 布; Ο Τ ]≅ ΜΕ5 Τ Φ ; ;5; 5 Χ 5 2尸 = ? 盆十 ; 忍
>?

9
4

7

0 ? Φ

ΞΦ?Φ _ Φ Ε, 。Τ Φ5 Τ χ ΕΜΕ5 Τ≅ 一6δ
Ξ Μ ≅ ε一Φ 谧

Τ χ ‘Εβ ? : ; Φ Φ ΕΞ Φ
7

ϕ ΕΜ? ΠΦ;
δ ΧΦ ϕ _ ΦΞΤ

: 5 ΕΤ ΜΞ ,
ΕΜ Φ≅ Τ εΦ Φ

5_
Ω

7
、 �

‘
!

: Ο ΜΦ χ Φ Λ :6ΕΦ Μ6δ
7

0 ? Φ ≅ : :6ΕΦ≅ ΜΕ5 Τ Ξ 5 Χ Μ?Φ ΞΦ ?Φ _ 。协 Μ? Φ ε 5 Ο Τ χ ≅ ;δ Π≅ 6Ο Φ : ; 5 ε 6Φ _ 5 Χ χ ΕΞ碑
;ΞΕ Π Φ

Φγ Ο≅ ΜΕ 5 Τ ≅; Φ
ΦΛ Φ _ : 6ΕΧΕ Φχ ΤΟ _ Φ; Ε]≅66 δ

7 ’ Ω
·

洲
·

州
一

κ Φδ ϕ 5 ; χ Ξ χ ΕΞ: Φ ; ΞΕΠ Φ Φ γ Ο ≅ ΜΕ5 Τ , Μ ; Ο Τ Φ ≅ Μ Ε5 Τ Φ ; ; 5 ; , Ο Τ Φ 5 Τ χ ΕΜΕ5 Τ ≅ 66δ ΞΜ ≅ ε6Φ

。Τ

氏
Ξ。成_ 。

ΞΦ
_Ε

一Φ Λ φ6ΕΦΕΜ χ ΕΧΧΦ ; Ω

7

尹
、、 丁

Ζ


