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两类含参数高精度恒稳的半显式差分格式
‘

曾 文 平

6管理信息科学系 8

摘要 本文建立了解色散方程 二 ,

二。; 的两类含参数的三层的半显式差分格式
∀

它们的局部截断

误差的阶均为。6< 之= > ∃ = 6<八 8 ?
= <> 8或 。6尸= > ‘= 6<

肠 8? 8
∀

用判别稳定性的 � 
≅ + Α Β Χ Δ ≅ ≅

准则

可以证明
?

当适当选取参数6。《 #8 时
,

这些格式都是无条件稳定的
,

并且当必须的边界条件给定时

它们可以显式地进行计算
∀

在特殊情况下
,

离散误差的阶为 。6< ?
十> ∀ 8

,

但稳定性限制非常苛刻
∀

关链词 色散方程
∀

高精度
,

绝对稳定
,

半显式差分格式

( 引言

迄今已有很多文章 〔卜ΕΦ 讨论色散方程
“ ?

Γ Δ “
; 6Δ 为常数

,

可正可负 8的差分解法
∀

但是
,

显

式格式的稳定性条件较苛刻 Η而隐式格式虽然绝对稳定且可能具有高精度
,

但每前进一步必须

解一个线性方程组
,

计算量较大
∀

针对显式格式与隐式格式存在的间题
,

文 ! Ι〕首先提出一类三层绝对稳定的半显式格式
,

随后又有很多文章〔卜“ ’提出各种类型的半显式格式
,

但大部分离散误差阶数只有 。6< = > ’

=

6尸ϑ>
,

”
∀

本文建立两类含参数的三层的半显式差分格式
,

它们的截断误差阶数高达 。6<
Κ

= 矿

= 6< ϑ> 8’= <> 8或 。6尹= 矿 = 6< ϑ > 8忿8
∀

当适当地选取参数
Δ簇 # 时它们都是绝对稳定的

,

且当所

须的边界条件给定时
,

这两类差分格式都可以显式地进行计算
∀

文〔Ι一%〕中的半显格式都可以看作本文格式的特例
∀

当
Δ 二  时

,

本文格式 618 为文 ! Ι」中

半显格式 6�
∀

Ι 8及 6�
∀

# # 8 Η
当

Δ 一 Λ 时
,

格式 618为文〔Μ〕中的半显格式 6Μ 8及 6#Ν 8 Η 而当
Δ 二  时

,

格式 6 1 8成为文【%〕中的半显格式 6Λ
,

Ε8 及 6Λ
∀

Ι8
∀

为了研究差分格式的稳定性
,

需要如下的 ΟΠΛΛ Α < 准则山〕
∀

当 Θ, Θ一 Ρ7 1时
,

复系数二次方

程

本文 #%% #
一
# #

一
Ν � 收到

∀

国家教委留学生荃金资助课题
∀
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, 孟艺 = Σ孟= 7 Γ Ν 6, 护 Ν 8
,

具有模为 Λ的不等复根
,

其充要条件为兀Σ , 石7
,

且 1Σ ΡΤ � ?, ?

6Λ8

Λ 差分格式的构造

设 > 和
<
分别表示空间方向和时间方向的步长

,

> Γ # ϑ +
∀

网域由求解区域上的点集6Υ
∀ ,

:。 8所构成
,

其中 Υς ; , >
, :

∀

Γ ,#< 6Χ Γ (
,

Λ
,

⋯
,

+ Η ≅ Γ (
,

Λ
, “

·

8
∀

在结点6Υς
, :

∀

8处
,

分别用 蛇 和

Ω二表示微分方程和差分格式的解
∀

在6Υς =Λ , ? ,
:
。

8处进行 4 ΔΞ Λ <
展开得

6Β ; 8二=Λ 招 Γ
#

, 。

户
、Β ∀ = 盆 一 &Β 二= 一 = & Β二一 Β 二一 Λ8

> �

一 了
“

一8?=
“ , 一

益
>

∃
‘“

一
,“= Θ , ? = Ν ‘>

‘
,

,

6� 8

“二= ? Γ

。

忠 = “

品
�

尸
一 万叹“。

‘十Λ’# 一
沪>

,

了 ‘““‘十 , ,�

Λ
,

>
、 , Ψ ∀ ,

一 万‘百’
一

<ς 、“; ’‘= ,” = Ν 6沪> , 8
,

6& 8

∀ 介十 #
∀ “月

“一 ;
—

= Β犷 #

�

尸
一 百吸“。‘十 , ,� 十

< &
>

∃
6Β。 8二= 一Ζ ?

Λ
,

>
、 , , , 、 。 ∀ ‘ , , , , 、

一 代二气
月

万 少
一

<ς 、触如“ 少舀= 几ϑ , 州卜 ) −4ς 几
一少 ,

任 ‘

6∃ 8

弓Θ入待定参数
。 ,

利用式6&8 及式 6∃8 改写

&“二=
?
二 ΔΒ 二=Λ = 6& 一 Δ 8 Β二十

?

二二二 口翻
& 一 Δ , 。‘ ,

二
Ψ , 、

& 一 Δ Ψ , ,

补
, 十 ς 厄

; ς ‘Β ‘∀’Λ 十 “‘=’Λ 少 一 一万一 < “Β “少‘=# ϑ ,

& 一 Δ

∃
户> 6“。 8二= 一Ζ ? 一宁

‘ 6

夸
, ? ‘。一 ,“一 = 。“>”

6[ 8

及
&Β 二Γ 翻二= 6& 一 Δ 8“二

一
二=

守
6)犷

? = “二 Θ , 一

宁
一‘)

·
8? = Θ , ?

& 一 Δ , , , 、 。

& 一 Δ ,

>
、 , Ψ , , 、 。 ∀ 。 , Ψ , , , 、

十 了厂
月

<ς 几 ‘““ , ‘=Λ ” 一 一了一 气百’
一

<ς “Β
‘ 少‘= , ϑ , 个 ” “< “一

” 6Ε 8

将式6[ 8
、

6Ε 8代入式 6� 8得

#
Ψ

又 一 Δ ς #
·

·

一
’ ‘

6Β ; ‘十#’: Γ 矛−Β 扣 一 “?=Λ 一 一万一 ““粼 十 “

涌 ’

& 一 Δ , ∀ 、 , ∀ 。 Ψ , 、 。 、 ∀

& 一 Δ , < 、 , ,

十 湘二 十 一厄钾 −“二
’

十 Β ‘
∀

, 一 “‘一口 个 一百一
‘
万厂

、Β “ 少‘= #ϑ�

一 言6Β
·’
8二=

’‘,
> �

#&
, ‘ , Ψ 、

二
。 , Ψ , ∀

一 Λ万厄石
≅

’

叹Β 尸 少‘=Λ ” 宁 ) “< 十 “
一 ,

· 6Ι 8

对于 6。
,

8二=
? 。可以有两种不合的代替办法

∀

其中 #
。

为
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6Β
,

8二= Υ Ζ , Γ
#

, ,

百‘、价 , 二= ? = 6姚8幼
人, ,

一 百‘“‘, ‘= , , ∀

>
‘ ,

一
藏

‘“矿 , 二= , , , = Ν 6> ∀ 8
,

6Μ 8

然后如果用

、了、∀夕、∀声、声、∀矛、声、∋∀

#Ν#&#∃6%###�扩

几了
、
了、矛∀
、∋:
∀矛∀
,, ∀‘

6“
,

8二= ς
二 咬呈土 些鲍

<

一

音
‘“

,

,“= 、 = Ν“’

及

6气 8二 ,

“二一 “犷’

<

=
看
‘。

·
,“= Ν‘”’

代入式6Μ 8得

6。
,

8? = ? 。 Γ 鑫6。粼 一 。? = 、 = , ? 一‘
, 8 ς

石 ‘

> Λ ,

下
∀

吸份姗 , Η = 1Λ:
(

人∀ , 、 Ψ

<>
,

一 丽不‘
“曰‘=Λ 1: 一 了 ‘、“ ,,∴ 十 以<’ 十 跳

’

,,

设色散方程
二 ,

Γ Δ

杨的解充分光滑
,

使得下列关系式成立

“,’沪 Γ Δ , “ 召

粉 , ,
6户

, ] 二 Ν
,
Λ

,
�

,

⋯ 8
,

则利用式6# �8
,

并将式 6Ι 8及式6# # 8代入方程 6“
,

8二= ? ,: 二。伽; 8二= ? , <可得

六
〔“浅 一 ““= 】 = 。“一 “二”

Γ 平血二
= ? 一 如二=Λ

& 一 心

�
6∀踢 = ,

晶 8 = 。二

=

宁
‘“,

’= “二” 一 ““一 , = “
= 】” ,

其中截断误差 6令 ∗ 二Δ< 八
∀ 8

踢
。 一 6

蠢
一

俞
∃ 6、8?= Λ,?= 宁

‘食8’Δ
? 6、8?= Λ’:

=

警
Δ ‘“矿 , “一, ?

= Ν 6尸 = > ∀ = <>
, 8

一““

瑞
=

宁
况 # 。

、 ,

,

十 代犷式从肚矿 , 十 ) 气<ς 十 丹
,

十 <作 ∀
,

怪

⊥
(6尸 = > ∀ = 6< ϑ> 8 ∀ = 认 8

,
∗ 特 6一 #[ = 而丽二二亏茄 8ϑ Ε Ν 6& 一 。8

,

(6尸 = 人∀ = 认
, 8

,

∗ Γ 6一 #[ = 了五百
∀

二不Π ϑ Ε Ν 6& 一
。8

如特取 。Γ  
,

则 双 Γ 6一 # [ = 了习丽 8ϑ # [ Ν Γ Ν
∀

Ν # [ � Ι ∀取
。二 Λ

,

则双Γ 6一 # [= Κ丽亏8八�Ν Γ Ν
∀

Ν # [ Ε Μ
∀

由式6#& 8舍去截断误差
,

使得本文的第 1类差分格式的第一个格式6Δ _ Ν8

少粼 一 此
= ? = 此 一 � 犷勺

少二
十 ? 一 成二

十 ? 一
& 一 Δ

�
6�踢 = � ? 比8 = 。� 二=

#一�<巴尸

一一



# & Ε 华
∀

娇 木 学
∀

, ∀

学
?

坦
一

=

宁
‘� 犷

Λ

= � 二” 一 � “一〕
,

‘· _ 。,
,

# % % &

6# [ 8

如果将式 6% 8
、

6#Ν 8换成

6Β <

8二=
Π

6“
,

8二

Ψ 粤‘嵘
’
ς

‘ 端
, = 音

‘“
·

,二=
,

= Ν 6户 8 6# Ε 8

及

今 6“二
<

一 。二, 一

母
‘二

·
,“十 Ν6 砂》

, 一

⎯ 6# Ι 8

代入式6Μ 8得

‘“
,

’“

一六
6嵘

十 ?
一 。

豁 = ,
犷

‘
一 Β二8 一

> 盆
,

百人“‘ , ? = ‘, ,

6“。
∀

8二=
、Ζ ? 6“。8二= 一Ζ ? =  6砂

、

= 认
, 8

,

6#Μ 8
<8Λ一∃

=一
‘

连�

尸‘一� !‘月一曰以∀!�∀

一

再利用式 # ∃ % &
,

并将式 # ∋ &及式 # ∃ ( &代入方程 # )
,

&二∗
、+ , − . #。/ &二∗

, + ,
可得

轰〔
) , 十

,
一 二

昂 ∗ 。
犷

,
一 。, 〕

“

一一�乙
00!

一
.

1 2 〔
) 二∗

,
一 . )二∗ 3

.
, 4

⋯
4 , ‘ 5 4

一 # )矫、十
“奋泊& 十 卿共

2 一 .
, 。 、 , 5 。 4 , 、 。 、

5

0
5

十 下不
/

扭奋
‘

十 “漏
‘

少 一 “‘一 ‘∀ 十 砚‘十∃6%
, # ∃ 7 &

其中截断误差

8二∗
9 + ,

−
#
土、
2 ( :

; 2

∃ 7 % 0

1吃 #一 &二·
, 6 , ∗

宁
#
责

,
% . %

# ·、 , , ∗ <招

=;;
一 了

. 戈“
<
+5 少9 ∗ ’‘“十 0 # =

>

十 1 5 十 = 1 2 & # % 0 &

1
‘
#
一 ∃

5

2 一 . 。 ,

? � 、 , 、 。 4 ,
, , ,

月

厄丽 十 ≅ 丁一式
“

一 了找少‘
) 必‘∗; 6% 十 叭= 十 �

一

十 =�
一

,

Α
Β # =% ∗ 1 ‘

∗ # = 6 人&
.
∗ 认 &

,

Χ 特 # ∃ Δ 一 召百污二厄而 & 6 Ε 0 # 2 一声&
,

Β #砂 ∗ 人‘ ∗ = ;; ,
&

,

尺 一 # ∃ Δ 一 而丽不万而 & 6 Ε 0 # 2 一 . & ,

# % 0
‘
&

如特取
。 / Β ,

则 尺 − # 一Φ一 了百=弓& 6 ∃ Δ 0 − 一 0
5

0 ∃ Δ % ∋ 9
取

. 二 ;
,

则 尺二 # ∃ Δ一 >丽弓& 6 ∃ % 0 − 一 0
5

0 ∃ Δ Ε (
5

由式# ∃ 7 &舍去截断误差
,

使得本文的第 ? 类差分格式的第二个格式

∃
, , = 。 , , 4 4 , 5 , , 5 二 ,

歼七犷漏∗∃ 一 Γ 孟∗’; 十 Η 奋
‘

一 犷二∀

少二
∗ , 一 口Ι 几十

9
一

2 一 .

%
# Ι 粼 ∗ Ι扁 & ∗ 口Ι 二

.一尸
一一

2 一 “ , , ,

砧
, , , , ‘4 、 , 、 、 ,

, ‘ 、

十 ≅
石尸明一 气Ι 9

’ ‘

十
5

Ι 9
’ ‘

, 一 Γ 玉一 盈∀八柳 又 ϑ 夕,

‘
# % ∃ &

第 ? 类差分格式 #即格式 # ∃ Δ& 及 # % ∃”可改写为
,

∃ 2 一 口 , 、 、 , ,

/
,

2 一 . � / ‘
,

、万 十不犷 找 , 丫 漏竹 一 宁「
≅ 找犷 二

‘

一 Χ Ι 二一 十 #

告
一 .Χ , Ι , ∗ ∃

一 ‘

告一
“ , Ι , 一 Χ 。一 ∗
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,

#
∀

& 一 “ , 、 、 , , Ψ Ψ ,

& 一 “。
, , ∀ Ψ , ,

、 Ψ
、 ,

α Ψ
、

= 6舟 = 立二二∗ 8� 犷
,
一 兰二

;

二∗ � 二、
,

6Δ _ Ν 8
,

6� � 8
、

�
’

� 一
‘ ’

一
� 一

’

一
刊

’

一
ς 一

”
、 一 “ ’

6计算时从左往右进行 8及
,

# & 一 口 , 、 、 , ,

二
, ,

& 一 Δ , 、二 ,

‘
,

6令 一 立
二

二∗ 8 � 犷
’

= 匕二二∗ � 蕊、、

� � 一” 一
’

� 一”
甲 二

,

#
∀ , 、 、 , < 。 ∀ ,

#
Γ ∗ � 二、

,

一 6令 = Δ ∗ 8� 二、
#

= 6令 = “双 8� 二一 ∗ � 二一
?

一
’

一
”

、

�
’ 一’

一” ∀ 甲 ‘ ’ 、

�
’

一
‘

” 一”
一 ’

,

# & 一 Δ ≅ 、 ,

、Ψ , 。

& 一 Δ , 、 , , 一Ψ , ,
一 。 、

= 6令 一 生二二∗ 8� 二气= 兰二井∗ � 犷
, ,

6Δ Τ Ν 8
,

6� & 8
、

� � 一
‘

一了
二 ’

�
ς ς

一 ”一 、 一 ‘ ’ 、

一
‘

6计算时从右往左进行 8
∀

当
Δ 二  时

,

格式 618 6即格式 6� � 8
、

6� & 8便成为文〔Ι〕中的格式 6�
∀

Ι 8及 6�
∀

# # 8 Η而当
Δ Γ Λ

时
,

则成为文〔Μ〕中的格式6%8 及 6# # 8
∀

� 如果用

‘“
,

’“

一六
及

#
、Β ‘’· ; 歼

6Β众

6Β 犷
‘

一昆
8 一

誓
6· , 8? 一 = 。6一

6� ∃ 8

Ψ Ψ
, 、

沪
一 “二

‘

8 一 万‘“ , 8 Η 十 � ‘<
’
8 , 6� [ 8

代入式 6Μ8 得

‘“
?

’“=
Θ ϑ 公 一

六6Β忠 一 Β

粼 = Β犷
,
一 Β丁

‘
8 一髻

‘一’? ‘
’‘’

>‘
,

一 亏丽 ‘Β 。‘ , 二
= ΛΖ: = Ν 6铲 = >

Ε
8

,

6� Ε 8

利用式 6# � 8并将式 6Ι 8及式 6� Ε 8代入方程 6Β
,

8二=
?招 Γ Δ 6Β ; 8二

、 , , ?

可得

六
〔·黝 一昆 = )

,
‘

一
?

‘

’

Δ

; 平〔
Β二= ? 一 ΔΒ 二

= ? 一
& 一 Δ

�
6二黝 = 二

昆 8

& 一 Δ , ∀ ‘ ,

二
Ψ , 、 ∀ 、 ∀

、
十 ΔΒ 扁十 一厄一娜奋

‘

十 “扁
‘

’ 一 “扁一 ‘, 十 。亩十 ’” ’ 6� Ι 8

其中截断误差
。 。 ,

Λ
。妥= , ‘, Γ −亏百五一

Λ&

#% � Ν
>

∀
6Β ,Ζ∃ 8二=

# ��

=

宁
‘
毋

,、 ? ‘“口 ,“一 , ? = ”‘沪 = > ‘,
6�Μ 8

& 一 口 。 , 、 , ‘ , 、 ,

Η
。 , Ψ ,

州卜 ς , 井ς 八, ≅
’

气材泌 尹∀ = Π ϑ 名十 ) 叹万 一

月; ≅ 一 少
‘

###�Κ,

一通
二一一ΛΚ

一一

Α
0 # 沙 ∗ 1

‘

∗ # = 6 1 &乡&
,
Χ , 护 ;6 ∃ % 0 # 2 一 。&

,

0 # = 5 ∗ 1
5
&

,
Χ

> − ;6 ∃ % 0 # 2 一 . &
,

# % (
,
&

如特取
。/ Β

,

则 尺 / 士 # ; 6 Ε 0 & 了?石− 士 0
5

0 Δ % ∋ 0 9 取 。 − ;
,

则 尺 / 士 # ∃ 6 ∃ % 0 & 了而一 土 0
5

0 Ε : Δ Δ
5

由式 # % ∋& 舍去截断误差便得本文的第 ? 类差分格式

; 。
, 一二 , , , 一 4 5 , 二, 一‘ , , = 一4 , 、

石Μ犷‘3’; 一 犷‘∗’; 十 犷彩

一
犷石

’

∀ 二
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Δ

>
& 〔� 二

= ?
& 一 Δ , , ,

一二
, 、Ψ # 、

一 妙 孟=# 一 一乏一
;
‘护二∃’Λ 十 扩妥=’Λ 8 十 口 . 孟

差分格式6�% 8可改写为

=

宁
6� 犷

‘ = � 二” 一 � 二一〕
,

6

价宁
”8
二、= 6

含
一

宁
“ 8

Ω?=Λ

6� % 8

Γ ∗ 6一 Δ � 二=
,

= 口� 二= 此
= ? 一 � 二一 ? 8

· ,

# & 一 Δ ≅ 、 二 , ∀ Ψ , ∀ ,

Λ
,

& 一 Δ 。 、

”
∀ Ψ ∀

十 匕
尸 一 ς 一下了一

;

找 少Ξ 妥=’Λ ς1’
∀

气气尸 十 一
二一一式少 � 舀

‘ ,

∃ 乙
一

性 ‘

6& Ν 8

或下列两个差分格式

� 禁
#8

& 一 Δ  Λ
; ; ς二 ς ς 式 一

;
宁 。

乙 ∃
, < ∀ ‘ , ∀

式
Γ 认ς

一一寸一一一一一代泞 � 石
’ ‘

寸
白

言
一

∀

, , 一一一一甲犷 叹一
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