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关于 / / # % 迭代法和 ∀9
: 5 ;< 迭代法的敛散性
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摘要 本文证明了当 ∀9 : 5; ‘矩阵习非负时
,

畔
性方程组‘系攀矩牲为不

一

俘妙的
=沁% 法2> ? 。

!

探�4 和 ∀9 :5 ;< 法同时题散
·

给出了义劝% 法迭代矩阵之谱半趁
! ‘熟、和 尸必 4之问

 

刀关 系
·

 

关键词 ≅≅ 5 % 迭代法
,

∀9: 5; <迭代法
,

收敛性
,

发散性

Α 己 �
 

合
Β ∀  ‘二∀

在 ∀9: 5 ;< 矩阵 Χ妻。或系数矩阵 流 为 ( 矩阵的情况下 2当 ∋ 为 乙 坏阵
,

则 Χ 4 #
,

即 Χ 4 5

的矩阵类 ∋ 包括了 ∋ 为 ( 矩阵的矩阵类 4
 

文【�一8」分别证明了解线性 代数方程红6 沌Δ Ε ; 的

/# % 迭代法 2> ? 。《 � 4
,

∋ # % 迭代法 25簇Φ ? 。成 6 4
,

1 # % 迭代法 2! 〔
亡、 , 、簇

∀了
 

。?
‘Γ “

一

几之, 和

∀9 : 5 ;<迭代法同时敛散
,

给出了其谱半径 Η2 (
。

4
,

户2乙
。

4
,

Ι 2乙渭
Γ

4和 户2Χ 4之间的关系
 

于是自然要间
,

当 Χ〕#时
,

解线性方程组 ∋ Δ ϑ ; 的对称逐次超 松弛迭代法 2简称 /≅ # %

法4是否也有类似的性质 Κ 为此
,

本文证明了当 Χ 〕 5 时
,

解 ∋二
二

;2 系数矩阵为不可约 、劫

/ /# % 法 2松弛因子 #? 。? �4 和 ∀9: 5 ; <迭代法同时敛散
,

给出了类似文恤一 8〕的 / / # % 法迭

代矩阵之谱半径 Η2 礼 4和 Η2 Χ 4之间的关系
 

� // # % 迭代法

对于线性代数方程组

∋工 二 ;
,

2 �、

设 ∋ Ε Λ 一 . 一) 是
Α Μ !

实矩阵
,

其中 Λ 是非奇异对角阵
,

. 是严格下三角阵
,

) 是严 洛
Ν

仁二

角阵
 

记 (二Λ 一 ’.
,

∃ Ε Λ 一‘)
,

则矩阵 ∋ 之 ∀9: 5 ;< 矩阵为 Χ 一Λ 一 ’. 十Λ 一 ‘) Ε ( 十Ο 

于是求解方程组 2”之 / / # % 法为
、

Δ 佃Π � 4 二 巾声 2‘ 4 Π  2Θ 一  4 2, 一心 4一
,

2, 一 够 4
一 考Λ

一 ,
;

,

仇 二 > ,
�

,
Θ

,

⋯ 2Θ 4

其中 / /# % 法迭代矩阵为

翻 本文 � 7 7 �
一

> =
一

� Ρ 收到
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叭 二 2, 一 心 4
一’

〔26 一 。 4, 书 。( 82, 一 。( 、一 ‘

(26 一 叭 少 , 一 。

刃工

Θ 非负矩阵的性质

定义 对于 、 又 。
实矩阵 Σ

、

Τ 及 &
 

如 果 河 非奇异
,

井且有 别
一
’

Γ洲 Γ 和 & 扮 公
’

呀厂‘ 二
 

丫

为矩阵 Σ 的正规分裂
,

由文〔�〕定理 8
 

Ρ
、

定理 8
 

�8 和定理 Θ
 

� 可得下述引理 、一 8

引理 � 设
Α 义 , 矩阵 Σ 4 5 则 ,一 Σ 非奇异且汀 一Σ 4

一 ’

》。的充要条件是 川“卜 ,
 

引理 之 设 3 Ε Τ 一& 为矩阵 Σ 的正规分裂
,

并且 Σ 一 ’

乡 #
,

则 Η2 爪
一 ’

& 4 钊
 

引理 8 若 Σ 》# 为不可约
Α 又 Α

矩阵
,

则对于 Η2Σ 4
,

存在 尸2Σ 4一人Υ 5 及扣挤
 

行 Γ
Γ !

一

月觉 、

Υ #
,

‘

使 Σ Δ Ε 众
 

引理 �
、

设 Σ Ε 以
‘,

〕4 5 为 。 又 Α
矩阵

,

则对任一向量
Δ Ε 2Δ

、 ,

介⋯
,

Δ
,

4了Υ 5
,

成立
月 月

「艺
ς 二月Ν Ν

、

Ν 「万ς,Ω Δ

门
‘Α 6尽 �乙二上一一一 6簇

二

尸气。 少 尧 Γ

Ξ 9 Δ Ψ仁二止一一一 Ζ
�咬‘曳

” 6 Ν Ζ �吸 [乓
Α 6 Ν 6

一 孟 二 口 ( 满 < ∀

证明 因为由非负矩阵性质知
,

对任一
Α
阶方阵 ∴ Ε 队月4 5 有

Α 日

思愁冬
],’ 2 户‘1 ’蕊 ! 馨互] Ω, 2� 4

现对任一向量 Δ 一 ‘二
, , 二!

一
Δ

。

4了4 。
,

令 Λ 一 ⊥< 9 ς 2Δ
Γ , Δ _

⋯
,

Δ
。

4作 Σ 一 Λ 一 ‘Σ Λ
,

则 Σ ”晦月》。

月
 

有 户2‘ 4
二二 尸2Σ 4和 ς ,

一万
‘ς 、4二

, , ! ,
, Ε � , Θ

,

⋯
, Α

 

于是 由式 2� 4便有

艺
二、“

, , Δ ,

镇 ⎯ 2Σ 4 簇 】� 盔/ Μ

�‘亩‘
月万

Δ

滋<Ω(
’

芍
二

‘几
‘ς 5 ∀ ,

’

岛

、Ε 二即〕
·

证
产006忆

6!簇Ξ
αα

8 爪州和爪脚的敛散关系

定理 设线性方程组 264 的系数矩阵 ∋ 不可约
 

其 ∀9 :5 ;< 矩阵 Χ Ε 乙Π ∃ 4 。
,

伙
 

右形如式

厂8 4的 / /2 〕% 法迭 比矩阵
 

则对于 #? 。? �
,

有

<4 户2Χ 4 Υ 5
,

产2中
,

4 Υ 26一 必4
Θ Γ

, ‘4 。? 产6’Χ 4? Ωβ物 26一 仍 4
Θ

? 户2中
“

4
犷二6 Γ

<<< 4 产2刀 4二
·

�铆爪礼 4一 � Γ

<叻 Η2Χ 4 4 χ铆可书
,

4 4 �
 

即 / / # % 迭代法〔助和 ∀9 :
赫 <法同时敛散

 

证明 因为 / / # % 法之迭代矩阵
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中一 2, 一 心 4
一 ,

χ 26 一 。4, Π 毗〕2, 一 毗 4一 ,
χ 2� 一 。4 , Π 心δ

,

由于 Η2。( 4一产2心 4 ϑ 5
,

由引理 � 知 2,一叨 4一‘4 5 ,

2,一毗犷
‘
4 >

 

因

〔2� 一 。4,〕Π 毗〕一毗〔2� 一 。4, Π 毗〕ϑ 〔2< 一 。4 , Π 呱卜 〔26 一 。 4, Π 呱〕毗
,

因此有

2, 一 毗 4 χ 26 一 。4, Π 诚〕ϑ 〔26 一 , 4 , Π 毗〕2, 一毗4
,

〔2� 一 。 4, Π 毗δ 2, 一 。( 4一
‘
二 2, 一 毗4一

‘

χ 2� 一 。4, Π 毗〕
,

所以

乳 二 2, 一 心 4一
,

2, 一 此4一
,

32< 一  4 , Π 毗 δ〔2� 一 。4, Π 叨〕
二 2, Π 。刃 Π 。 ε∃  Π ⋯ 42, Π 毗 Π 扩( _ Π ⋯ 4 χ 2� 一 。4恶,

Π 。2� 一 。4 2( Π ∃ 4 Π 扩( ∃〕4 2� 一 , 4名, Π  2� 一 。42( Π ∃ 4
 

因为 ∋ ϑ Λ 一 . 一) Ε Λ 2, 一 (一 Ο 4为不可约矩阵
,

从而 2, 一( 一 Ο 4一Λ 一 ’∋ 亦为不可约矩阵
,

由

于 。? φ ? �
,

于是26 一动
Θ � Π 。26 一。42( Π ∃ 4》。且不可约

 

因此可知 / /# % 法迭代矩阵 升4

> 且不可约
 

由引理 8 知
,

对于 Η2 叭4
,

存在 人二 Η2 礼 4Υ 。和相应特征向量 Δ 二 2Δ
! , Δ ! ,

⋯
, ‘

 

4Κ 、 。
·

憧

中一 Ε 肠
,

即

〔2, 一 毗 4 2, 一 叨 4〕
一‘

〔2� 一 。4 , Π 毗〕〔26 一 。4, 十 诺〕
Δ 二 众

,

〔2� 一  4 , Π 毗〕〔2� 一 。 4, Π 。心〕Δ Ε 几〔2, 一 呱 4 2, 一
。

刃 4〕Δ
,

〔26 一 。 4
,

, Π 。2� 一 , 于2( Π ∃ 4 Π 扩乙刀〕Δ 二 义〔, 一 , 2( Π ∃ 4 Π 扩( ∃ 〕
Δ ,

因此有式2= 4
,

2γ 4

。2� Π 久一 。4 2( 十 ∃ 4Δ 十 扩 26 一 沈、乙[
’‘ 一 χ风一 2� 一

‘, , 4 ε

6Δ , ∀ 4

, 2� Π 孟一 。42( Π ∃ 4Δ 二 。 ! 、凡一 , 4 (价 宁 , 一 2� 一 。4
名

ΩΔ
 

2γ 4

现证 <4 反证
,

若 Η2 Χ 4 Ε 。
,

因为 Χ 二( 十 Ο 二〔如〕4 >2 其中 祝
‘

Ε 。, <二 �
,

Θ一
, , 4

 

由引理 �

知对任一向量 Φ ϑ 2Φ , , Φ ! ,

一
, Φ

 

4∴ Υ 。,

成立

万; < 、

Α 6 6Α

6叹滚‘
目

‘

丝匕
一

一一 2 Η2Χ 4 “ >
,

Φ [

于是必存在某个 � 2 η 2 。 ,

使

习‘
Φ ,

万‘、
上竺

一
ϑ Ξ <Α 立生一一 二 > ,

外 �《<‘
 

Φ‘

即有万
。, ,

, , 一。
,

但因 , ,

Υ 5 2Ω一 6
,

Θ
,

⋯
, , 4

,

因此 。⎯ , 一 。
,

Ω一 6
,

Θ
,

⋯
, ⎯ 一 �

,

Γ Π 6
,

⋯
, 。

 

从而矩
少笋 众

阵 了一 ( 一 ∃ Ε Λ 一 ‘∋ 为可约矩阵
,

和已知 ∋ 不可约矛盾
,

所以 Η2 Χ 4Υ > 

若 尸伸
。

4 4 �
,

因 5 ? 。? ε
,

所以 产2叭4 Υ 2� 一。4名 Γ若 又一产2礼4 ? ε
,

由式忆 4
‘尸廿分哭

 

 ‘ , 、 ,

因此 孟4 2� 一。4
Θ

 

且由式 2=4 有
。2� Π 义一 。 42( 十 ∃ 4Δ

成 以 一 2� 一 。 4名4Δ
,

若 几二 2� 一。 4名
,

则由上式有

。2� Π 孟一 。 4 2( Π ∃ 4Δ 2 > ,

因 。‘, Π ‘一, Υ 。
,

于是‘( Π ∃ , Μ
簇。

,

即
黑

”一镇。
, ‘一 ‘

,

Θ
,

一
因 Μ , Υ 。‘, 一‘

,

Θ
,

一
,

·

可
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知Χ 一〔;
、,

〕Ε 5 ,

从而 夕2刀4二 5 与 产2Χ 44 5 矛盾
 

所以

Η2中Γ 户Υ 26 一 曰4忽
,

至此
,

己证结论 �4
 

现 证 ��4
,

若 。2 产2刀4 ? 6
,

记 材一 2,一毗 4 2,一心
’

4
,

& 二 χ 2�
,

一 , 4, Π 毗Ω〔2ε 一。 4 , Π

叨〕
,

则 伊一Τ ∀ ’
&

, ,

因

几[ ∀ ‘
ϑ 2, 一 。刃 4一

‘
2, 一 。( 4一

‘

4 > ,

&一 〔2� 一 。4
,
, Π 。 2� 一 。 4 2( Π ∃ 4 Π , _( ∃〕》 >

 

由定义知 1一Τ一 &
。

为正规分裂
,

乙 一Τ一 &一 χ, 一 。2( Π ∃ 4 Π , _( ∃ 〕一 【26 一 , 4
名, Π 。26 一 。4

‘

2( Π ∃ 4 十 扩( ∃ 〕

一 2� 一 2 � 一 田4
Θ

4, 一 2山 Π 田 一 田Θ
4 2( Π ∃ 4

 

ϑ 刀2Θ 一 田 4, 一 田2Θ 一 。4 2( 十 ∃ 4

一。2Θ 一 。4 2, 一 2( Π ∃ 4 ϑ 田2Θ 一 田4 2, 一 Χ 4
,

因 Χ 4 5 , 5 ? 户2Χ 4 ? �
,

> 2 。2 �
,

由引理 � 知

1 ∀
6

田2Θ 一 田4
2, 一 Χ 4一

‘

4 >
 

这样由引理 Θ 可得 产2中
 

4 Ε Η2 材口&
 

4? �
 

又由本定理结论 <4Η2 中
 

4 Υ 26 一广
,

所以有

2� 一 山4Θ
? Η 2礼4 ? �

 

苦饭 一 。4
‘

? 六一尸2礼》? 6
,

由式 2=4 有
。 2� 任

一

人一 。42( Π ∃ 4Δ 2 χ孟一 26 一 , 4
ε

δΔ ,

因 。门 Π 人一。 4 Υ # 则有
了 , , , , 、 一 α 又一 26 一  4 ! Ν Ν

叹(
, Ε ∴ (Ω 少工 Γ 尧 一下二β β 尸一二β β一一万 ∀

,

公戈� 一 八 一 曰夕
2ι 4

因为 > ? 。? �
,

有 风26 一 。 4 ? � 一 ,
,

于是有

几? 人。 汁
一

�
β

一  Ε 扩 一 Θ田 Π � Π 田 Π 以 一 扩

一 2田 一 � 4
ε

Π 田26 Π 人一  4
,

因此有 。? 人一 2� 一。4 Θ ? 。2� 十几一。4
,

所以

只一 26 一 必4 Θ

一一甲井二一下一1 一一β , 戈 吸
、 �

。

田、� 一
�

β 八 一 田少

又因 Δ Υ : 
,

由式 2ι4 便有 Χ 井二 2( Π ∃ 4Δ ? Δ 得

Μ�甘
几口

·

艺
乙二进

—
�  

, ! 一  
,

∀
,

⋯
, 拄 ,

# ‘

由引理 ∃ 便得 %& ∋ ( � )
,

又由本定理结论 !( 所以 。� %& ∋ ( � )
∗

现证 三))(。
,

若 几+ 尸伸
∗
( +  ,

由式 & , (有

。 & ∀ 一 。 ( &− . / ( 0 一 1  一 &  一 , ( ∀
〕0 二 。& ∀ 一 。 ( 0 ,

因此有 &− . / ( 0 一 0 ,

即 ∋ 0 2 0 ,

因 0 3 4 ,

所以有

口5#
6

)

∗

办

·

艺
+ )

, ! 一  
,

∀
,

⋯
, 7 ,
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由引理 � 便得 Η2 Χ 4 Ε (

现证 <Β4 。
,

若 又Ε Η2 礼4 Υ �
,

由式 2γ4 有

。2� Π 孟一 。42( Π ∃ 4 Δ 》 〔几一 2� 一 。4
Θ

〕Δ ,

因 , 2� Π 久一。 4 Υ >
,

由上式得
, , , , 、

Ε 孟一 2� 一 田 4Θ
Ν

火山 十 口 少Μ ‘弓 丫丁丁一下一犷
一一, 丈工 ,

毋、� 一 八 一 必少
2Ρ 4

由于 > ?  ? �
,

有 风2� 一。 4 Υ 2�一。 4
,

几Υ 枷 Π � 一 田 二扩 一 Θ田 Π � Π  Π  孟一 扩

ϑ 2田 一 � 4Θ 十  2� Π 孟一  4
,

因此有 孟一 26一。 4名Υ 。26Π 几一。4
,

所以

风一 2� 一 田4 Θ Ε
、

Ε 一ι 丁一叮一丫Ε β一
β戈

  

户 �
。

必( 6 十 人 一 似少

又 Δ Υ > ,

由式 2Ρ 4有 Χ Δ 二 2( Π ∃ 4Δ Υ Δ
,

即有

8

,#
∗
∗碑9

·

艺
七二工: 一

∗

3 )
,

! 2 )
,

∀
,

⋯
, 摊 ,

# ‘

由引理 ∃ 便得 %& ∋ ( 3 )
∗

对 于 )))(。
,

反证
,

若 尸&∋ ( 2  
,

但 尸&乳 (护 )
,

则由 ! ( 知 & )一。 ( , � 产&礼 ( & ) 或 户&礼 (3 )
∗

由 )) (。和 !; (。即得 。� %&百 (�  或 % & ∋ ( 3  ,

与已知 %&∋ ( 2 ) 矛盾
,

所以 产&礼 ( 二  
,

对于 !; ( ,
,

若 %&∋ (3 )
,

但 %&巾
∗ (簇 ! ,

由 ))(
、

)))(即得 %&∋ (《 )
∗

矛盾
∗

所以 户&乳 ( ( )
∗

至此 已证完本定理结论 !( 一 !价
∗

证毕
∗

由本文定理和文【 〕定理 ∀ 即得下述推论
∗

推论 设线性方程组 &  ( 的系数矩阵 < 不可约
,

其 5=> ? 9! 阵 ∋ 2 − . ≅ ( ? ,

则对于 ΑΑΒΧ

迭代矩阵怀 和 Δ ? Χ 法迭代矩阵 −
∗ ,

? � 。�  
,

有
Ε
)( )一。� %& −: (� )片 & 一动

’� %& 礼 ( � ) Φ

))( 产&乙
∗
( 一 )片Γ &礼 ( 一  Φ )))( Γ 亿

∗ ( 3  忖Γ & ,
一 (3 )

∗

即 ΑΑΒ Χ 法和 ΑΒ Χ 法同时敛散
∗

∃ 数值例子

由于 ΑΑ ΒΧ 法之迭代矩阵

礼 二 & Η 一 叨 ( 一 ‘仁& ) 一 。 ( Η . 毗〕& Η 一 呱 (一 ,
〔&  一 ∗ ( Η . 心〕

,

形式较为复杂
,

计算麻烦
,

因此要判别其敛散性是比较困难的
∗

但当方程组 & (之系数矩阵 <

满足本文定理条件时
,

我们可通过计算其 5二。9! 矩阵 ∋ 之谱半径来判别 ΑΑ Β Χ 法之敛散性
,

这样就简单多了
∗

例 ) 设方程组 & (之系数矩阵为

 

∀

一 ∀

一 )

一 ∀

一 Ι

一 )ϑ

Κ
一 ‘ ΛΔ ΜΛ 

∗

−

一一
<

因 < 为不可约 矩阵
,

其 5=> ? 9! 矩阵
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>夯

, 提��、∀6 ,∀7口宁目沙αα
尹

#

>

8 α �#‘
夕

α

Ξϕ以]以

一一
刀

首先由非负矩阵性质有

恶烈
‘御2Χ ’‘畏慧烈标

因此 。2, 44 Ξ <Α 、
晋

,

号
,

芬 Ζ
= 、  

ϑ
 

代尸
曰

夕 �
。

�

由本文定理知
,

对于 。? 。? 6有洲礼4Υ 6
,

即 / / # % 法发散

例 Θ 设方程组 264 之系数矩阵为

卜
∋ 一 �

”

( Θ

则 ∋ 为不可约矩阵
,

其 ∀9: 5 ;< 矩阵

阳

Χ 二 0 >

( �

一 6

8

>势

月性勺口

Θ

6α � � α

一 �

一 �

一 ΘΨ
了了#弓 二>�上

取 二一 2�
,

�
,

=α Θ4 , ,

则 ΧΔ 一 2ι αΡ
,

=α γ
,

Θ4 了 ,

艺; < ΔΩ αΔ
‘
一 ι =
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