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一类周期微分系统的周期解

王 全 义
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摘要 本文研究了一类周期徽分系统的周期解的存在性间题
,

利用不动点少法
,

得到了此类系统存

在周期解的充分性条件
;

所得结果推广了文【.< 的主要结果
;

关键词 徽分系统
,

周期解
,
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,

不动点方法

9 已5生
;

=
;
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文【�〕
、

【?」研究了周期微分系统

≅ Α

≅ Β
% 1Β

, Α 4Α Χ Δ 1Β
,
Ε 4 〔. 4

的周期解存在性问题
,

其中 % 1Β
,

Α4 是 # Α 招 上的
。 Α 9 阶的连续函数方阵

,

且 % 1Φ
,

对 二连、Φ 二

。
,

Α4
,
。Γ Η

,
Β任#

,
Α 〔#’

> Δ 1Β
,

Α4 是 # Α #
’

上的
9 维连续函数向量

,

且 盯 ΒΧ 、
,
Α 4 Ι 砂Β

,
Α 4

;

文

【幻在
“% 1Β

,

Α 4属于某个 ϑ8 98
Κ Λ 空间中的有界弱 闭子集

”

的假设 下
,

获得该系统周期解 存作性

定理
,

但此假设不易验证
,

从而给定理的应用带来了很大的不便
>而文仁.< 给出了一个 可以 直接

从尔玩 1.4合于石端函数性质来判别其周期解存在的定理
>
本文也研究此系统的周期解的存在性

间题
,

并获得系统1�4 存在周期解的若干个定理
;

这些定埋在应用 七较之文乞习的结果方便
,

且

推广了文〔�〕的主要结果
·

� 周期解存在性定理

我们知道
,

若 % 1Β
,
Α 4是 9 Α 。 阶连续函数方阵且关于 5 以 。 为周期

,

则对称方阵〔% 1Β
,
二 4

一%
’

1Β
, Α 4」Μ? 的

9
个特征根 凡1Β

,
Α 4‘, 二 Ν

,

么
,

⋯
,

94 也是 ‘的 。
一

周期函数
;

记

编 1Β
, Α 4 会临

Φ

Ο % 1Β
, Α 4」鱼 Π 8 Α 1人, 1Β

, 二4 ΘΡ Σ �
,
?

,

一
, 。全

,
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一
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弋1Β
, Α 4 么 临

。
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‘’ , 二

、

4〕皇
9 Φ Ν9 丈礼1Β

,
Α 4 ΥΡ Ι �

,

?
,

⋯
, 9 Υ

;

于是 ‘ 1Β
,
Α 4

、

弋 1Β
,
Α 4都是 Β 的 。

一

周明函数
,

且对 于固定的 1Β
。 ,

Α 。
4

,

ς , 1Β
。 ,

Α 。
4 1瓜 1Β

。 ,
Α 。

4 4取某

个 又、1Β
。 ,
二。4 1凡

,
1Β
。 , Α 。

44的值
,

因此 几ς 1‘
·

,
一

、
、

只。 1‘
,
Α 4都是〔% 1‘

, Α 4 Χ %
’
Ω ,

,
Α 4〕Μ ? 的特征根

·

我们分别称橱 1Β
, Α 4

,

凡1Β
, Α 4为〔州 Β

;

二 4Χ %
‘

1Β
,
Α 4〕Μ ? 的最大

、

最小特征根
;

于
一

是有下列结果
Φ

,
;

Ξ

定理 � 如果存在着一个连续的 ς 周期函数
“〕

1Β 4
,

使得对任意的 1Β
,
Α 4任「。

,

司 Α / 有

� 4 、。〔, 1, , Ψ 4〕、一1
, 4且 户�

一
Ζ ‘

ΘΦ
一 1· , ≅ ·4 [ ‘

,

?4 临 工厂, 州除1Β
一

声 4 ��
‘
., [ 蠕五

;

”啼十 ; 刀  吞 口云 9《
; ‘ 孟“ �

其中“
�

一
Ζ 、一Ζ 1

艾
8 .

1·4‘, > 。 [ · 蕊 Φ 成 田 , > 贝‘系统‘, , 至少存在一个 , 周期解
·

推论 � 如果下列条件被满足
Φ

74 对任意的 。维连续的 沙周期函奴 向量
。 1Β 4

,

线性系统

箭
一 。1Β

, 。 1Β 44 二

的基本解方阵 Ψ
。

1Β4 满足

5Υ
,

Ψ
;

1Β 4Ψ 二
‘
1
Φ
4 ΥΘ 镇 方∴ Α Ζ 1一 8 1Β 一 ] 44

,

1‘4
] 4

,

其中 口
、 8 是与 “ 无关的正常数

>

1? 4

17 4

� 4 .ΝΠ
妞
了
和Ι 十。

�
气厂, , 下 − ∀ ⊥
ΘΥ 工 �� Η《了

成
口 ‘

彩 ,
,
Α 川 一

Φ 。

其中

Η [
/

[
‘Α

Μ夕>

则系统 1�4 至少存在着一个 沙周期解

定理 ? 如果存在一个连续的 。 周期函数
8 Φ 1Β4

,

使得对任意的 1Β
,

Α4 任〔Η
,

司又 #’ 有

Φ 4 、
。

〔、1,
,

5 4〕、
·之1‘4Φ

;

,
,

一
> 4 1

;

ΥΦ一
1·4≅ ·, [ 、>

Τ 4 而 生 Θ
“ , 。Ζ ΥΥ Φ 1‘

, Φ Φ
, Υ、‘州扁鱼

,

其中
,
Ι Χ 。 八  Η �Θ

二 ��簇 ; 孟往 ?

_
⎯

一
Φ 4 Θ一, 1

员
厂 一 1·4≅ · 4 > 。、 · 、 , 、 田 Υ >

则系统 1.4 至少存在着一个 , 周期解
;

推论 ? 如果系统 1.Υ 满足推论 . 中的条件 �4 以及下列条件
Φ

”
’

对任意的
, Φ

维连续的奋周期函数向量
α 1Β 4

,

线性系统 1? 4的基本解方阵 Α
,

1Β4 满足

ΥΥΨ
。

1Β 4Ψ  
,
1
]
4 �】蕊 夕

∴ Α Ζ 1一 8 1
、 一 ‘4 4

,

1Φ 4 , 4
,

1� 4

其中 夕
, 8
是与

“ 无关的正常数
;

则系统 1�4 至少存在一个 。
一

周期解
; ,

注 若定理 � 中的
8 、1Β 41 β 区它不恒为零

,

则 自然有 χ ,

[ � 且 _
>
一 �

;

因此文〔�」中的主

要结果定理 � 及推论 玉显然都包含在本文的定理 � 之中
;

? 一些引理

为了证明本
:

文的主安定迎>
、

找们必须先证下列一些引理
;
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引理 � 设 Ψ 1Β 4是线性系统

窃
一 ‘几1‘’‘

1δ 4

�

、了、�声通匕月‘了、诊‘、

的基本解方阵
,

其中  !
∀ #∃ 是

。丫。
阶连续函数方阵

,
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%� & ∀ ! ∃ & 一 ∀·∃ ∋� 、 一( ∀

上
、 ∀· ∃ ) ·∃ , ∀ ! ∃

·∃
,

�%& ∀ , ∃ & 一 ∀‘∃ �∋ 、一 ( ∀

上
一 、 ∀·∃ ) ·∃

, ∀￡》 ! ∃ ,

这里 橱 ∀# ∃
、

弋 ∀ # ∃分别是方阵∗ 
+ ∀ # ∃ ,  犷∀ # ∃〕− . 的最大

、

最小特征根
�

证 设区
!
∀# ∃ ,  /’∀ # ∃〕− . 的

,
个特征根分别为 人! ∀ # ∃ ,

凡∀ # ∃
,

⋯
,

人∀ # ∃
,

于是 耘 ∀ # ∃ ∃ 凡∀ # ∃
,

粼 #∃ 》毛 ∀#∃
,

苦‘ /
,
.

,

⋯
,

爪 又由矩阵理论知有正交的连续函数方阵 ( ∀#∃ 使
、‘
/
�,卫
几

01
2 ��

、�了

3∀#

人

,
·

∀ ,

江些
互

丝今￡里旦
, ∀ , ∃ 4

‘

几5 ∀# ∃

先证式 ∀ 6∃ 成立
�

设 & ∀# ∃是方程 ∀ 7∃ 的任一非零解
,

令 & 8 ( ∀# ∃ 9
,

则

) %%& %%
.

) #

)
, �

一孤 、&
· & ∃ : & �
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’

;

8 =9
’

孟! ∀ # ∃

镇.橱 ∀ # ∃夕
�

少 8 .橱 ∀ # ∃ 】】少

因为 “& “
� 8 “9 %,

名 ,

所以

) +%& +%
.

) #

设
!
《# ,

在区间公
,
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,

则可得

%%& ∀# ∃+ >
,%& ∀ 0 ∃ +%

又

簇 .橱 ∀ # ∃ ∋%&

、 一( ∀

工
、 ∀·∃ ) · ,

·

? ∀‘∃? 一‘∀ , ∃ // 一 。

料
。 #≅? ∀ # ∃? 一 ’∀ 0 ∃ &

。

//
%≅&3 ∋】

记 & ! 一? 一 ‘∀! ∃ &
。,

则

? ∀ ! ,? 一 ∀‘, ,, 一 。

竿
。
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%%& ∀# ∃+ % −

� ,

户
, , Α 、 , Α 、
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。
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“
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!
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�

下证式 ∀ Γ∃ 也成立
�

考虑方程

佘一
‘犷“’9

∀ Η ∃
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的基本解方阵 0 1Β 4
,

由于一橱 1Β4 是一 1% .’1Β 4Χ % Φ 1Β4 4Μ ? 的最大特征根
,

所以由式 1Τ4 知有

ΥΥ01
‘40一 1君4 5Υ 、一 Ζ 1

艾
一 、1·4≅/ ,

,

1· 4 ‘4
,

16 4

又易证 01Β4 二〔Ψ
一 ‘1Β4 〕

‘

是方程 1ε4 的基本解方阵
,

所以

ΥΥ01
]40一 ’1Β 4 .Υ Ι ΥΟ 1Ψ

一 , 1, 44
’

Ψ
’

1Β 4 Υ� 一 Υ.1Ψ 1Β 4Ψ 一 ‘1] 44
’

;Θ 二 ΘΥΨ 1Β 4Ψ 一 ‘1] 4

,5 Α 1Φ 4Α 一 1, 4 ,; 、一 Ζ 1一

丈
、1·4≅ ·4

,

1δ 4 , 4
,

即式 1φ 4成立
;

证毕
;

引理 ? 设 几1Β 4是以 , 为周期的连续函数
,

则

艾
‘ ’

> 1·4≅一芡
“ ·, ≅ 二

户十;
: : : ‘ :

:

: : : : ‘ :
:

:

: :

证 令 ∋ 1‘4一」
,

又1/ 4≅ / ,

则 ∋
‘

1‘4Ι 孟1Β Χ “4一 孟1‘4‘”
,

所以 ∋ 1Β 4Ι 常数
,

即 ∋ 1‘4 Σ ∋

1。卜伽
·4击

·

引理 ? 证毕
·

考虑下列周期系统

金
一 %

.
“ , Ψ Χ Δ “’

,

1�Η 4

其中 % ,
1Β4 是

9 又 9
阶连续函数方阵且 % ,

1Β Χ 动 Ι %
Φ
1Β 4

,
。Γ Κ >

Δ1 Β4 是
,
维连续函数向蚤且扒 Β

Χ ; 4“ Δ 1Β 4
;

引理 7 若1、 、1, 4Χ ‘ Φ 1Φ 4 4 Μ ? 的最大 1, 
、4特征根 、 1Φ 4 1、1, 44, 足 ς一 。Ψ Ζ 1

芡
、 1·4‘·4

[ �1‘

一
Ζ 1一

芡
、1·4≅ ·4 [ � 4

,

则方 , 1�。4存在着唯一的 , 周期解

Ψ 1, 4 一

卫
: Α 。4Α 一 1·4Φ 1·4‘

,

‘� � ,

1Ψ 1Φ 4

一犷
一Α 1, 4Α 一 1·, Φ ‘Φ 4≅] 4

,

1� ? 4

其中 Ψ 1Β 4是方程

窃
一 ‘� “’Α

1� 7 4

的基本解方阵
;

证 引理第一部分的证明
Φ

先证式 1. � 4右端是有界的
·

因为盯‘4为连续的周期函数
,

故可设 _ 二
;

裂思 ”Δ1
‘4∗ 5

·

于是

由引理 �
,

? 得

ΥΥ
卫

: Α 1, 4Α 一 1·4, 1·4‘ Υ; 、
 ’Ξ

: 5ΥΨ 1, 4Α 一 1·4 Υ5
·

,5 , 1·4 Υ5 ≅]

、
卫

: ∴ Ψ Ζ 1

工
、‘

·
, ≅

·,

撇
一

葱
。
Ω二几

Φ ,。

二 Ζ‘

丈
“ 1·,“·,“‘

一

觉
、

 4二⋯Φ
十 � , 、

二 Ζ〔
艾

: :、 1·,“2
·

Χ

工一
“1·, ≅ ·〕≅一
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一

艺_
· ς

·

艾二二
Χ 、, ; ΚΨ Ζ 1

艾一
“ 1·, ≅ ·, ≅ ·

1� � 4

1 艺_
·

。
·

”
·

≅ 二 衬
·
田

·

≅

� 一 χ

其中‘

一
Ζ 、∴ Ψ Ζ 1

ΘΦ
“材1·4≅ Φ 4

, 。、 δ
、 ‘、 田Υ

·

, Ζ 5 1, ,是有界的
·

直接对式“ � 4两边求导可

知 Α 1Β 4是方程 1�Η 4的解
;

又因为方程 1� 7 4是周期系统
,

所以 Ψ 1Β Χ 动也是方程 1� 7 4的基本解方
;

阵
,

因此 Ψ 1Β 十动 Ι

Ψ 1Β 43
,

其中 3 为 。 Ψ 。
阶非奇异的常数方阵

;

故 Ψ 1Β Χ 。4Ψ
一 ‘

1Φ Χ 。 4 Ι Ψ 1Β 4Ψ 一 , 1, 少
;

又

Ψ 1, Χ 勿

卜几
Ψ 1, Χ 。4Ψ 一‘·, Φ “, ≅ 万

] Σ Β Χ 田  飞
: Ψ 1, Χ · , Ψ 一‘1· Χ 。 , Δ ‘· Χ 。 , ≅ ·

一

Θ�
: Ψ 1‘, Α 一“·, Δ ‘·, ≅ ·

Ι Α 1Β 4

所以 Α 1Β4 是方程 1�Η4 的 , 周期解
;

,

好
‘

ΥΥ Ψ 1Β 4Ψ 一 ’1Φ 4 Υ、、一
Ζ 1

艾
、 1· 4≅ ·,

《风“Ζ 1一 尹份 一 − 44
,

1Β 4 − 4
,

其中尹二 一 ∗9 χ Μ。Γ Η, 从 , 产
·

即方母1�7 4在 # 上满足指数型二分法
,

因而它在 # 上不存在非

零的有界解
,

从而方程 1� Η 4的周期解是唯一的
;

同理可证引理的第二部分
,

此处证略
;

引理 7 证毕
>

7 定理的证明

力 定理 � 的证明

设 ϑ 一 1α 1‘4∴ 3
“

1一βΚ
,

·

十βΚ 4 > α 1‘Χ ‘4一 α 1‘4 Υ
,

则 刃在范数 .Υ
α .Υ一署象‘∗.

α 1‘4 ;5 Υ下是

一个 ϑ8
9 8β Λ 空间

;

‘

Φ 对任意的
“〔丑

,

考虑下列思期系统

≅ Α
, ∗万 Ι % 气Β

, 材 气Β 少少Α 十 Δ &若
, α 叹不月

,

‘心‘

1� � 4

由条件 �4 及引理 7 可知
,

系统 1�� 4有唯一的 幽周期解

Ψ
;

1, 4 一

卫
: Ψ

。

1Φ 4Ψ >
�
“ , Φ 1一 。1‘, , ≅ ‘

,

1� δ 4

其中 Ψ
;

1Β4 是系统

金
一 % “

, α “”Α
1� Τ 4

的基本解方阵
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现在定义算子 2
Φ
ϑ , ϑ 如下

2 。 1约 二 Α “
1Β 4

,

+ α 任 ϑ
,

一

〔� φ 4

易见算子 2 的不动点就是方程 1.4 的 , 周期解
;

为了利用 −山剑≅二不动点定理
,

需证在 ϑ 中

存在着一个紧子集 γ 使得 2
Φ
γ Ι γ 是一个全连续算子

,

下面来证明这一点
;

记久一 佃 5
α 〔 ϑ

且”
α
”毛9Υ

,

其中
9
为自然数

;

1. 4先证存在着自然数 ∃
,

使得 2
Φ
γ 、

Ι γ ∃
;

用反证法
;

若不然
,

对任意的自然数
9 ,

都存

在
α ,

任γ
, ,

使 5Υ2α
,

5∗4
。

;

于是由条件 .4 及引理 .
,

? 有

粤
业、告卫一

Υ、·15 4Α 、
5 1‘4 5卜 5ΥΦ 1

· ,

、 1·44 Φ ς

‘
告 ’ΞΞ

: 二 Ζ 1

∗Φ
· > 1·4、· 4 5; , 1, , ∀

,

1Φ 44 Φ; 、
>

去艺
义
二二

Φ ,

⋯
Ζ‘

工
一‘·, ≅ ·, ,, Δ ‘

δ , “
·

‘·, , ”≅]

去习
一 1声Χ � 4;

二 Ζ‘

上
一 , 一‘·, ≅ · Χ

艾
一

,’8
�

‘·, ≅/ ,
Δ 1]

, 。;

1] 44 ΥΩ≅
]

八;�月八 Β∗

簇青荟
‘,

;

_
Φ

Υ
‘一’ Υ5

 /一 1ΡΧ . 4;

Δ 1]
, α 。

1] 44 ΥΥ≅
]

二生又χ

砚 井>
Δ 1]

, α
,

1] 44 Υ.击

‘

一业红一
Ι

户
九 1� 一 χ Ε

4 Κ
Δ 1]

, α 。

1] 44 �.≅]
,

1�ε 4

从而由条件 ?4 可得

.ΝΠ
;
Ι Χ 伪

、

恶
[

恶

· ,

嗽去芡
,,

,

Φ ‘Φ
,

“
Φ , ’‘, ≅]

加η几一一。

;_.2ας

� 一 χ Ε

’

万可
一
“

1? 42 γ 万

》 � 相矛盾
;

故存在着自然数 ∃ 使 2
Φ
γ 、

Ι γ ς

在 ϑ 中是相对的紧致子集
;�

·

与这

事实上
,

因为 Ι ϑ Κ
Λ ϑ 、

所以咬Ι Μ∀ # ∃ %
“任ϑ 耐是一致有界的

�

记
Φ 。 8 0 Μ ( ≅ %%Λ ∀ #

, & ∃ %% %∀ #
, & ∃ 1 〔3

,
。〕& Ν 、 %

,

Φ Ο
8 0 Μ ( ≅ ∋/滩 ∀ #

, & ∃ ∋/ %∀ #
, & ∃ 任 〔<

,
� Ε & Ν 、%

,

其中 Ν Κ 一 ≅&+ & 任Ν
’

且 %%& %>成Π %
�

因为对任意的
Μ 任ϑ 、 ,

有

)

卿
‘’一 竺愁华一 ‘ ∀ , , Μ ∀ , ∃ ∃、 ∀ , ∃ , , ∀ ,

, Μ “, ,
,

妞口� 侣弓‘

所以

故弋Ι
“ ∀# ∃ %

Μ 任ϑ 、 %是等度连续的
�

集
�

�%隽兴 ∋, 板 一Π , Φ 。 ,

由  0 Θ <+ Ρ
一

 Δ5 1 +Φ 定理知
,

Ι ϑ 、 是空间 Σ 中的一个相对紧子
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174 2 是 γ ,
上的连续算子

;

对任意的 “Φ 、
“Φ 〔γ 、

,

令 + Σ 2 ‘
Φ
一2 ; Φ ,

则

祭
一 , 1, , α , 。, 442α

,

1Φ 4 Χ Φ 1,
, α , 1, 44 一 % 1, , α ⎯ 1Φ 4 42一 1’Β 4 一 Δ 1‘

, ∀ ⎯
1Φ 44

二% 1Β
, ; � 1Β 44+ 斗

一

6 ? 1Β
, α >

1Β 4
, α Φ 1Β 44

,

其中

Δ Φ 1Β
, α Φ 1/ 4

, α Φ 1Β 4 4 Σ 区1Β
, 。 Φ 1Β44 一 % 1Β

, “Φ 1Β 4 4〕2α
Φ 1Β 4

Χ 〔Δ 1Β
, “、1Β 44 一 Δ 1Β

, α Φ 1Β 44〕
;

由 % 1Β
, Α 4

、

Δ 1Β
, Α 4在有界闭子集 Ο Κ

,

司 Ψ # ,
上的连续性和 ��2

α Φ 1Β 4 ΥΥ成∃ 可知
Φ

当 ΥΥ

, ! 时
,

有

ΥΥΔ
、

1Β
, ; Φ 1Β 4

, “Φ 1Β 44 Υ. Ι Η ,

由于 + Σ 八
Φ 一2α

Φ
是系统 1� 6 4的 , 周期解

,

且由前面 1�4 部分的证明中可知

1� 6 4

“�
一 “芯

1? Η 4

Υ一= /5 1 丁

妈 Ω’一/
> Φ 1Φ

, α Φ 1Φ 4
, “ ? 1, 44 。一 

Φ ,

.
一 “�  !

从而 由式 1?。4知
Φ

当 5Υ
α Φ 一“ Φ

ΥΥ”Κ 时
,

ΥΥ+ ”Σ ΥΥ介
、一2α

Φ
“Ι Η;

;

即 2 在 γ 、
上是连续算子

;

综上述可知
,
2 Φ

饰, γ ,
为全连续算子

,

故由 −β Λ8Β , ≅∴/ 不动点定理知 丁 在 γ 、
内至少存

在一个不动点
;

即方程 1.4 至少存在一个 , 周期解
;

从而定理 � 证毕
;

? 4 推论 � 的证明

其证明完全类似于定理 � 的证明
,

只是在估计 55介
;

5ΥΜ
,
的值时有一点小左决

;

山口
,

什 >犷

过程如下
,

其余证明从略
;

事实上由条件 �4 知
,

存在着常数_; Γ Η
,

使得对任意的1Β
,

的 〔 ΟΗ
、

司 Α / 都有

5�6 1Β
, 二4 �� 《 1ι Χ 。4 5ΥΑ 5Υ Χ 城

,

1? � 4

其中 Η [ 。
[ 8Μ 夕一 ι

;

从而对任意的
α ;

〔γ;
,

有

业令上
、告卫

: ;ΥΑ
, ;

1Φ 4Α >
�

1·4 ΥΥ
·

Υ; 。1
Φ , 二 ,

1Φ 4 , ΦΥς

、告 飞
: ,

·Ζ 1
一

1卜
￡4卜 〔14 二

5 4 55二 Φ> Χ 、〕以
5

一

告〔
‘4 Χ ‘, Χ _� 〕粤

所以

.ΝΠ
月 Ι , Χ ,

Θ∗2
, ,

.Υ
簇 1ι Χ 的

;

卫 [ �;

74 定理 ? 的证明

利用引理 � 的式 1φ 4
、

引理 ?
、

引理 7 的式1� ? 4
,

此定理的证明完全类似于定理 �
,

证明从略
;

至于推论 ? 的证明完全类似于推论 �
,

故证略
;
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Ο幻 & 8 ]Κ Β8 ,

%
; ,

Κ ΖΝ8 .
,

?
; ,

% 9 9
;

⊥Κ 拓
9

;

_扭ΒΛ
; ,

? δ 1? , Τ � 4
,

Τ6一 , �
;

⊥∴ / ΝΚ ≅ Ν∴ − Κ .α ΒΝΚ 9 ] ΩΚ / 8 3.8 ] ] Κ Ω ⊥ ∴ / ΝΚ ≅ Ν∴ ϕ ΝΩΩ∴ / ∴ 9 ΒΝ8 . − ι ] Β∴ Π ]

κ
8 9 Δ ) α 8 9 ιΝ

1ϕ叻 8 厅, ∴9Β ΚΩ 月沪⊥.Ν∴ ≅ _≅ ΒΛ ∴

Π8
ΒΝβ] 4

% λ ]Β/8 ∴Β 2 Λ ∴ ∴ Α Ν] Β∴ 9 ∴ ∴ Κ Ω ⊥∴/ ΝΚ ≅ Ν∴ ] Κ .α ΒΝΚ 9 ] ΩΚ / 8 ∴ .8 ] ] Κ Ω ⊥∴ / ΝΚ ≅ Ν∴ ≅ ΝΩΩ∴ / ∴9 ΒΝ8. ]ι] Β∴ Π ] �δ

] Β α ≅ Ν∴≅ Ν9 ΒΛ Ν] ⊥8 ⊥∴ /
;

2 Λ ∴ ] α ΩΩΝ∴ Ν∴9 Β ∴ Κ 9 ≅ ΝΒΝΚ 9 ] ΩΚ / ΒΛ∴ ∴ Α Ν] Β ∴ 9 ∴ ∴ Κ Ω ] α ∴Λ ⊥∴ / ΝΚ ≅ Ν∴ ] Κ .α ΒΝΚ 9 ] 8 / ∴

Κ λΒ 8Ν9 ∴ ≅ λι Π ∴ 8 9 ] Κ Ω ΩΝ Α ∴ ≅ ⊥Κ Ν9 Β Π ∴ΒΛ Κ ≅
;

2 Λ ∴ / ∴] α .Β ] ∴ Α Β ∴9 ≅ ΒΛ ∴ Π 8 Ν9 / ∴ ] α .Β ] Κ Ω /∴ Ω∴ / ∴ 9 ∴ ∴

〔.〕
;

μ /ι 肋
/ ≅ ] ≅ ΝΩΩ∴ / ∴ 9 ΒΝ8. ] =] Β ∴Π

,

⊥∴ / ΝΚ ≅ Ν∴ ] Κ .α ΒΝΚ 9 ] , ∴ Α Ν] Β∴ 9 ∴ ∴ ,

ΩΝΑ ∴ ≅ ⊥Κ Ν9 Β Π ∴ ΒΛΚ ≅


