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关于 − % ! # 方法的某些新结果
‘

曾 文 平

0管理信息科学系2

摘要 本文研究解大线性系统的对称的 % ; #0 <% = #2 方法
6

讨论了 <% = # 迭代的攻敛性
,

进一

步扩充了文> �〕的结果
,

并在系数矩阵是对称正定矩阵的情况下
,

给出 −% ! # 迭代谱半径的估计

式
·

关键词 收敛性
,

谱半径
,

<% ! # 方法
,

大线性系统

: 砚�
6

生
6

?  6 ‘二 

解大线性方程组

% ≅ Α Β
,

% 〔 口
·” ,

ΧΔ5 % 笋 !
,

且 ≅ ,Β Δ 16 042

的迭代法很多
·

在文〔Ε〕中为了加速收敛也建立了 − − = # 方法
6

� 7 ΦΓ 年
,

%
6

( 9Χ ΗΙΧΙ ϑ 。、 在文

【8〕中提出 % ! # 方法
,

他引入两个参数0。
,

均以加速迭代
6

类似 于 −−! # 方法
,

随后他又建立

了对称的 % ! # 0− % ! # 2方法>4Η
6

事实上
,

对 自适应红 Κ黑排序而言
,

% ! # 方法收敛较快 >’Η
,

类

似于上述考虑
,

目前已有若干文章继续研究 −% !# 方法的收敛性及其加速方法>Λ6 幻
6

本文目的在于进一步讨论 − % !# 方法的收敛性
,

扩充了文〔4二的结果
,

并给出当系数矩阵

% 正定时
,

谱半径的估计式
6

� − % ! # 方法

设线性方程组 0�2 的系数矩阵

% 一 Μ 一 % & 一 % Ν ,

0Ε 2

本文 � 7 7 �
一
; 7

一
� ; 收到

6
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其中 Μ
、

一% Ο 、

一% Ν
分别为 % 的对角

、

严格下三急及上三角矩阵
6

<% ! # 方法 0<Πϑ ϑ Δ 5 Θ Ι。 % ΔΔ Δ 4Δ Θ 9 5 Δ Χ Ρ
, 份ΘΔ4

9
≅9 5 Ι= : Σ Δ 5Τ = Χ 2可以看作由两个半迭代所

组成
6

其第一个半迭代即是 % ! # 方法本身
Ν
而第二个半迭代则是 % Ο

和 % Ν
互换的 % !# 方法

6

于是
,

可利用通常的 0∋=Θ Υ 9Θ Χ 2%! # 方法由疏决定 九
ς Ο Κ Ε ,

即

≅ 6 ς �ΕΕ Ω & 一
, ≅ 6

ς 创0Μ Ι 一 Π%
Ο 2一

,
Β

,

08 2

其中

&6
,
Α 0Μ 一 Π%

Ο 2一 ,
> 0� 一 。2Μ ς 0。 一 Φ 2% ‘ 十

� ,

几
。

二

一0∗ 一 Π& 2一
,

〔04 一 。2∗ ς 0。 一 Π 2& ς 诉〕
,

∗ 一 6 0Μ 一 Π人 2一
‘%

这里

& Α Μ 一�

戊
,

石Ω Μ 一 �

击

再由 0Ξ9
Δ ΨΥ 9 Θ Χ 2% ! # 方法从 几

ς Ο Ζ Ο

决定 二Ν ς Ο
得

0� 2

气 少

为十 Ο Α ∀ ·沟ς� 4Ο ς 试 Μ 一 下击 2一场乳 Ο 0[ 2

其中

∀ ‘
,
一 0Μ 一 Π%

Ν 2一
‘

【0� 一 。2Μ 十 0。 一 2 2% Ν ς 毗门 Α ∗ 一 。0Μ 一 Φ人 2一 飞%

一 0Θ 一 2舀2一
,

〔4 一 。2∗ ς 0。 一 Θ 2云ς 毗」
6

0Φ 2

从式 08 2和式0[ 2消去 ≅ ,
ς� Κ Ο 得 − % ! # 迭代

几十 Ο Α 伞
6

6

,
石 ς 亡 ,

0Γ 2

其中 甲二
,

为 − %! # 迭代矩阵
,

其表达式为

∴二
,
Α ] 6

,
,
& 二

,

一 ∗ 一 。0Μ 一 Π%
Ν 2一

‘

【0Ε 一 。 2Μ 一 0Π 一 ⊥ 2 0%
Ο

十 65 Ν
龙 厂Μ

一

了沌口 一∗
%

· 、

Α ∗ 一 0∗ 一 万 2一 ∗Σ 0田
,

Π 20∗ 一 Π& 2
一 ‘% 07 2

这里

Σ 0。
,

Π 2 Ω , 〔0Ε 一 。 2∗ 一 0Π 一 。 2 Γ〕
,

0� ;飞

Ξ 一 ∗ 一 Μ 一

4% Ω Μ 一 ,

0%
Ο ς 弋 2 二 乙 ς 于

,

为
一

 93 = ΒΙ
’

阵
, 一 0� � 2

而

1 , 砚 Ε66 ,
0Μ 一 Π戊 2一 ‘Β ς 。0Μ 一 Π滩户一场

‘
’

介
’

二 0Μ 一 Π%
Ν 2一

’

对 06
, Φ 2 0Μ 一 Π% Ο 2一4Β

’

之

Ω 〔∗ 一 竹
6Π
〕%

一4Β
, ·

了
一 ’

0� Ε 2

由式 07 2可得 Ζ 一甲二
,
Α 0。一 Φ注‘2一

’

衬 0。
, 了2 0刀一从

乙2 一块
,

因此
,

兴 注及 肛 0。
,

了2非奇异
,

且 认
。 Ο

Μ 转。时
,

∗一代
6

闷卜奇异
,

进而由式 0�Ε2
,

根据文〔Ε〕定理 8一 Ε
·

Ε 及定理 8一乙 � 淮出另% !# 方

法与方程组 0�2 是完全相容的
6

Ε 收敛性分析

在这一节我们考虑系数矩阵 % 为正定矩阵的情况
6

因 % 为正定矩阵
,

故存在对称正定矩

阵 %告使 %告% 告Α %
6

令
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一 %告礼
,

滋
一
告

,

Ω 对&66 ∗%
一
号

,

Ω %告]
6

,
Π
% 一

告
,

0� 8 2

以曰以
甲∀&

 Θ_4ΔΔ气_⎯

4

于是

万少
α

&∀
‘一 , ,

Ω

∗ 一 毗告0Μ 一
Π%5

2一
∗%告

,

∗ 一 毗告0Μ 一从 2一 �

后
,

0� � 2

且 0&’
6

,
,
2. 一∀

‘ 6
,

,
6

因此
,

代
,
一对Π,6, 滋

一

食一 滋氏5&6
,

滋
一
告

一游∀66 碑
一

奴丢&α6 滋
一
备

Ω ∀
‘二泌

‘ 。
,

,
Ω 0&

‘。
,

� 2.&
‘ 。 , Π

,

0� Λ 2

由此推出 洲
,

、

月卜负定且有非负特征值
6

因 代 6�相似于 尹 二 , ,

于是有

引理 4 如果 % Ω Μ 一% Ο 一 % Ν
为正定矩阵

,

则相应的 −% ! # 迭代矩阵 代
6

月卜负定且有非

负特征值
6

下面证明

引理 Ε 若 % 正定
,

则

β 0代
,

,
2 Α χχ甲二

,

χχ
, , , Ε 一 】χ&6

6
,

χχ支
‘� Ε δ 4

,

当仅当矩阵0� ; 2即 Σ Ω , > 0Ε一。2∗ς 0。一 Π 2Ξ〕正定 0特征值为正实数 2
6

其中 β0代
6

,
2是 −% ! #

迭代矩阵 甲一
,

的谱半径
,

54代
,

,

��
, ,‘,
是 %告竹

6

, % 一

告的 Ε
一

范数
, 刃一Μ 一’0瓦 ς 心 2为  9Δ = ΒΙ迭代矩

阵
6

证明

甲
‘二 ,

Α ∀
‘二 ,

&
‘二 ,

一 0&
‘二 ,

2. 0&
‘ 6

,
,
2

Ω 〔,

一
%音0。 一 城 2一

, %告〕> , 一毗告0。 一 , 沌Ο
2一 Ο滩备〕

一 , 一 %告0Μ 一践 2一
, ·

。 > 0Ε 一
2。 ς 0。 一 , 20% Ο ς 通Ν 2〕0Μ 一 从

Ο 2一
‘%告

,

0� [ 2

由引理 � 知
,

洲 。
,

Π的全部特征值小于 � 当且仅当
。〔0Ε 一 。2Μ ς 0。 一 Π 20% Ο ς % Ν 2〕

一刀合。〔0Ε 一 。2 , ς 0。 一 , 2。一

专刀 君 刀
一

告〕。告

Α 。奋。〔0Ε 一 。2 Ζ ς 0。 一 , 2刀告召 Μ 一
备〕Μ 省

正定
6

显然
,

Μ 告。 > 0Ε一 , 2Θ ς 0。一Π 2。食刃 。
一
音〕刀音正定

,

当且仅当对 Α 。> 0卜
。2Ζ ς 0。一 , 2刀〕

有实的正的特征值
6

由式 0�8 2知 训
。

,

Θ

相似于代
,

, ,

故两者有相同特征值
,

引理 Ε 证毕
6

当式0� � 2定义的 Ξ 的特征值 0片
, Ι Ω �

,

Ε ,

⋯
,

心均为实数时
,

记

产Α ϑ ∗: 片
,

一 �簇 6成 6
ϑ Γ ε 产‘

,

�镇 Ι《 6

定义集合
,

∗0Π
,
。2Ω  一 , 0Π

,
。2 ∀  一 Ε

0Π
, 。2 ∀  

Ν
0Π

,
。 2 ∀  Ο 0Φ

,
。2 ∀  

8
0Π

, 。2
,

其中去0Π
, 。2 0ΙΩ 一

4, 一 Ε
·

�
,

Ε
,

8 2为满足下列条件的集合
0Ι2 Θ

φ φ

,
0。

,

, 2一 咬0。
,

, 2 χ。δ =
,

, γ 。 ς 乡二望
,

户
。χ

,

产 一
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 一 Ο 0。
, Π 2Ω δ0。

, Π 2 �。δ ;
,

Πδ 州十

 , 0‘
,

Π2“,
、

∀ ,
‘ Ο ,

其中

Ε一 6

产
产δ 硕

,4 一 、俩‘, χ。δ 喊
“

,Πδ 叶宁
,

Ο
γ;χ

,
, 孟

一 “。
,

Π , ,。 γ ,
,

‘δ 山 ς

守
·

Ο 卜 。,
,

0Ι? 2  
Ο
0。

, Π 2Ω , Ο
∀ ,

‘ Ο
其中

,
Ο

Α η0。
,
2 2 χ! δ 。《 Ε

, Π γ 。 斗
α 乙 一 田 一

φ φ 、

α
α

—
一

—
,’∗ δ 全 了, 争

φ

Α
「

一 、、 习  ,

。
, , ,

Α Ο
6

Α ‘ 。 、
6

Ε 一 以 一 , φ
6

乙 Ε
Ω 叹又山 , , , �6

口

户 若, , 洲‘》 6 十

—
, 声夭 ∀ 了,

拜

0? 2  
8
Ω η0 。 ,

Π2 _; δ 。δ Ε, 人δ Πδ 九χ
,

其中

当 。δ ;

人 ‘

一 !!
,

当 产二

、 一

χ
· 十

丫
, “ 不γ 。,

5十 仍
,

当 556 Α 众

则由引理 Ε 立即得到

定理 � 若 % 实对称正定 于当且仅当0�
,

叨 七  、了
,

6 了
,

则 −6 、今# 公
’

法收敛 ‘即 Ρ 0伞‘
6

,
2了�

6

这一结果包含了文 >4 〕中定理 � 的结论
6

8 谱半径的估计

在式 0�石2中
,

令

盆一 , 06
,

” Α %晋0Μ 一 从
Ν 2一 ‘。〔0Ε 一 。

2Μ ς 0。 一 Π2 0%
Ο ς 声

Ν 2〕0刀 一 Π%
Ο

2
一 ,

滋

由引理 Ε 证明知矩阵

卫0。
, Θ 2 二 %蚤0刀 一 Σ

乙2。〔0Ε
6

一 。2刀 ς 0。 一 , 20% Ο ς 人 Ν 2�0。 一 从
、2% 一

音
,

特征值位于【�
,

ς == 2
6

因此
,

万 0。
, , 2 二 人一蚤0刀 一 从

‘2破0Ε 一 。2刀 ς 0。 一 , 20凡 ς 人 2〕0Μ 一场2
,

其特征值也位于〔�
,

十。2
,

令

孟0。
, Π 2 ‘ β0( 0句

, Π 22 二 β 0# 0‘ ,
Π2 2

,
。 ·

。

则存在一向量 Π 使得

( 0田
, Φ 2Π 二 孟06

, Π 2Π ,

或

0Μ 一 Φ %户。红0Ε 一 。2Μ ς 0。 一 Φ 20% Ο 十 %公〕
一‘0Μ 一 ι%‘2Π Α 从Π

,

于是

0�夕少

0�Γ 2

0�公2

0Ε ; 2

0Ε � 2
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孟06
, Π 2

Π. 0刀 一 , % 乙2刀一
专。〔0Ε 一 。 2, ς 0。 一 , 2Μ 一

告0%
Ο

ς 人、2Μ
一

告〕
一

,
刀一

备0。 一 , 人2 ,

Π. % Π
,

0Ε Ε 2

再令

一 Μ 晋Π
,

Α Μ 一

专0%
Ο
ς % 。2Μ

一

告Α 价 Ξ Μ 一

奋
,

0Ε 8 少
丫石

了

⎯
,、⎯&

假设 偏
。

是 。〔0Ε 一 。2∗ ς 0。一 Φ 2石」的最小特征值
,

则袖
。

也是 。【0Ε 一。2∗ ς 0。一Π2 Ξ 〕一似 的最

小特征值
,

由式 0Ε Ε 2得

Κ �
ϕ 几坎 , 6 , 2 乏泛

、
Ν 一

Α

一

临
:

4

Τ9
6

χ拦Ε上二些蚁掣竺迎终业卫旦兰廷⋯η
、 Π“ Π 一 Π

‘  

Ξ Π
,

产

� 一 Φ 甲ς 产尸
� 一 呀

0Ε � 2

其中
φ φ 丫

了万丫 Κ
一

佰
、

一
, 。 、

甲 Α 之二诀今 0 β 0Ξ 2 二 β0Ξ 2
,

Π
’ ‘

Π
’

Ν 一 ,
’

生些擎嘿丝丝星
Π

一

Π

‘户0刀
一

影人
Ο
。一

,

人刀
一

会2 二 Ρ 0刀切
一 ,滩&刀一‘

人。
一
蚤2

0Ε Λ 2

一户0刀专加。蛋2 Α 产0肪2
6

亏
二

是证明了如下定理

定理 Ε 如
一

果 滩 Α Μ 一 % Ο 一% Ν
实对称正定

,

则

0Ε [ 2

户0Π’6
6
》
2 一 _Ι甲

,
6

,

χχ
, � , Ε

簇 � 一 与
6

0� 一 甲2
0Ε Φ 2

具中 粉 汾分 司为式 0Ε Λ 2
、

0Ε弓2所确定
,

偏
。

是 材Ω 试0Ε一。2, ς 0。一Π2 Ξ〕的晕 小铸红假
6

假定系数矩阵 % 具有性质 城
,

于是 再Α β0 Ξ 2及一不都是 Ξ 的特征值
,

因此

。〔0Ε 一 , 2 一 0。 一 Π2不〕
,

如果 Π δ 。 ,

。〔0Ε 一 动 ς 0。 一 Π场〕
,

如果 Π 》 。 ,
0Ε Γ 2

中收敛件引理 Ε 知
,

要 次 β46 甲、
Ν
2 Ω �η代

6

,

ηχ
, �ΚΕ δ �

,

当且仅当 与
。

γ 。
6

因为 产二 一Ι 二3δ 不二 Ρ

‘方2 由尼理 � 知
6

此时当且仅当

η
“δ “ δ “

飞
。 一 全二望
又 产

δ Π δ 田 δ ς
Ε 一 6

产

0Ε 7

所以

δ Π δ 田 ,

弋
。
η
。〔‘。一

2 一 0。 一 Π ,万〕
,

一
Ε 一 6

产
、

χ
。〔

了Ο 一 。 2 ς 0田 一 Π 2不〕
6
。 0 , δ 。 ς 互二里

,

忆 β

0
Φ马
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κ 0专2 α
Ι 一 下甲ς 产万

� 一 甲

,
,

0, 2 一
牛

6

牡李
γ 。,

0当 万》粤2
6

、�
一 ,∗ , 伙

于是
,

由式 0Ε Λ 2我们有
� � φ 、

Κ � 一 杯 十 产刃
少 、,∗ , 受尧 一一一下一尸Α 叮一一

Α ,

Ι
— 产

其中

万二 ϑ 9 ≅ ηβ0肠 2
,

4 Κ � χ
,

于是有

推论 � 如果 % 实对称正定
,

且具有性质 %
,

当且仅当0, ,

Π2 满足式0Ε 72 时
,

。0, 二
,
2 一 χχ ,

6
,

,

χχ
, _ Κ Ο

、卜 ∗

等母季
万

其中
,

不Α β0 Ξ 2为  93 = ΒΙ 迭代矩阵的谱半径
,

万
、

孺
6

分别为式 0Ε [ 2
、

08 ;2 所确定
6

� 不同分裂

下面考虑 % 的不同分裂
6

η0Ι2

考虑 %
,

Μ
,

− 任 03
“

灼使得

% 与 Μ 是 ( Δ Θ ϑ Ι5Ι9 : 正定
,

− 是斜 (Δ
Θ ϑ Ι5 Ι9 : 矩阵

,

即 Λ “ 一 一 8
6

08 � 2

08 Ε 2

08 8 2

08 � 2

Κ  ! 2

定义

% &
Α 0� Κ Ε 20Μ 一 % 十 − 2

,

08 [ 2

则

%
‘

Ω Μ 一 % Ο
一 魂厂

6
、Χ Ζ 2

一般说来
,

由式08右2所定义的 %
Ο

未必是严格下三角矩阵
,

不过
,

在式 、8的的假设下
,

对士
。

、Π

《Ε
,

矩阵 Μ 一 Π& Α 0� Κ Ε 2〔0Ε 一 Φ 2Μ 牛 Φ % 一 下− λ是非奇异的 0因对+ , 任户
,

# Δ 0− , , , 2 Ω ;
6

所以
,

当 Π〔仁。
,

Ε〕时
,

# Δ 00Μ 一 Π& 2, ,

?2 γ = ,

+ , 任。
, ,护 ;2 在此情况下

,

相应的 <八! # 迭代矩阵为

代
6

,
二认

6

,
&

=
6

,

Α η〔0Ε 一 Π 2Μ ς Π% ς Π<〕
一 ‘

〔0Ε 一 Π 2Μ 一 0Ε。 一 Π 2% ς .− 〕χ
·

考仁0Ε 一 Π 2Μ ς Π% 一 Π− 〕
一 ’
〔0Ε 一 Π2Μ 一 0Ε。 一 Π 2% 一 .− 〕χ

二∗ 一 〔0Ε 一 Π 2Μ ς Π% ς Π− 〕
一 ,

Σ 0。
,

Π 2〔0Ε 一 Π 2Μ ς Π% 一 Π− 〕
一 ,
%

,

08 Γ 2

其中

材0。
6

Π 2 一 �。〔0Ε 一 。2Μ ς 0。 一 Φ 2Ξ〕
6

08 7 2

引理 8闭 在式 08Λ 2
、

08幼的假设下
,

当 。δ 。簇 Πδ Ε 或 。δ 。δ Φ《Ε 时
,

则 % ! # 方法收

敛
,

即

β 0&
=

6

,
2 δ 4

,

0� ; 2

由此有
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定理 8 在式08 [2 及式08 Φ 2的假设下
,
且当 。δ 梦《尹δ Ε 或 =δ 。δ 了蕊Ε 时

,

则有 β0 竹
6

,
2

δ �
,

即 − % ! # 迭代是收敛的
6

证明 显然
,

当 % 是 ( Δ Θ ϑ Ι5Ι9 : 正定时
,

式 0� 8 2一 0�Λ 2仍成立
,

因此

户0甲
=, , , 2 Α Ρ 0甲

‘ 6 , ,
2 Ω __ ∴

‘6
,

,

χχ
, ‘Κ Ε Α χ40&

‘ 6 ,

2衬0& , 6
,

,
2 �_

, , Κ Ε

成 �χ 0&
‘ 6

,
,
2“ χχ

, ‘Κ ,

χ_ &
‘ 。

6

,

χ_
, ’4, 一 户0&

‘

翌
Ν
2尸0&

‘ ,
,

,
2

二户0以
,
2户0&

6
,

,
2 Α 尸了乙

6 , ,
2

6

由引理 8
,

便 得 Ρ 0甲
。 , , 2δ 尸0&二

,
2δ �

,

定理 8 证毕
6

顺便指出
,

本文第 Ε一 8 节的结论及文〔�〕定理 Ε 均可推广至 ( Δ Θ , :Ι 5Ι 9 : 正定矩阵的情况
,

因篇幅所限
,

不再赘述
6
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