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关于 => ?≅ >Α 曲线性质及曲线拟合问题
’

郑 厚 生

1精密机械工程系 4

摘要 本文首先介绍了‘水
Α
曲线的定义和特性

,

着重探讨砚‘
>Α

曲线基函数的性质
,

这对利用

=>
? ≅> Α

曲线进行曲线轮脚设计
,

将有着宏观上和直观感觉上的参考意义
7

关键词 阮≅>Α 曲线
,

羞函数
,

曲
“

门叙合

Β 己Χ吉, ! 二
二!

在工程设计和科学实验中
,

我们经常要设计或描绘一些不规则的曲线
7

当利用计算机对这

些不规则曲线进行表达
、

分析和研究时
,

首要的任务就是对特定的不规则曲线要建立一个数学

模型去描述它
7

因为在计算机内部图是以数的形式存贮着一般
,

碰到的实际问题有以下三种

情况
Δ

1�4 由已知的一系列准确的数据点来定义曲线
,

也就是说
,

要求曲线必须经过所有的数据

点一般
,

经常采用多项式插值法
,

例如样条方程来解决这个问题
7

194 给定一些离散的数据点
,

这些数据点仅是某些未知真实值的近似数据
,

要求用一条曲

线来指出这些数据点的正确趋势
7

这条曲线可能只通过一部分数据点
,

或根本不通过任何数据

点
7

根据实验或观察所测定的近似的有时是随机的数据来画出曲线
,

就属这种情况一般要用

曲线拟合的方法去逼近这些数据点
7

1 �4 在工程中设计曲线轮廓时
,

有时先给出控制曲线的特征多边形
,

然后再用参数曲线去

逼近它
7

这种方法有易于控制曲线趋向的许多优点
,

在工程实际中用得很多
7

=>
?
≅>Α 曲线方程

,

就是其中常见的一种方法
7

� => ?≅ >Α 曲线的定义和特性

=七? ≅> Α
曲线是利用特征多边形来定义曲线的一种方法

7

只有特征多边形的第一个顶点和

最后一个顶点位于曲线上
,

而其它顶点则定义着曲线的导数
、

阶次和形状
,

如图�所示
7

,
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图 6 三次 刀贻幻> Α

曲线

=> ?≅ >Α 曲线
7

实际上是能在第一个和最后一个顶点之间进行插值的一个多项式调配函数
7

这个多项式方程为

, 1‘4 Φ 习 Γ ‘! 二‘1‘4
,

5 成 ‘成 � ,

1� 4

式中
, , 为多项式的次数

Η ‘为有序集1从 。到 幻中的特殊顶点
,

通常
,
次多项式由

Δ Ι 工个顶

点确定 Η Γ Δ

为某一个广义特征多边形顶点的位置向量
7

=> ?≅ >Α 曲线的基函数为

了⋯ 1‘4 ϑ 二聋共下“16 一
。4一

‘ ,

备+气派 一 名少里
19 4

因此
,

方程式 以 4也可写成

尸1‘4 Κ 又 尸‘

一止二
。1

Λ

Δ 一 ‘,一
言石 名6 、兀 一

‘
月

吸� 4

实际上
,

曲线上的任一点 Μ 1< 4
,

是等于各顶点的位置向量与相应顶点的基函数的乘积之

和
7

阮沁Α
曲线有二个特性

Δ

1� 4Γ 15 4Κ ! 二 5 1: 4 Γ 。
Φ Γ 。Η Γ 1 � 4 Φ !⋯164Γ

7

Φ Μ7
·

即顶点 Γ 。

和 Μ
、

弓卜另6Χ位千实际 曲饯段的

始点和终点上
7

19 4从基函数 ! 二 ‘
1<4 ϑ

林 Χ

≅丫1
Β
一 ≅4 Χ

扩16 一 ∀ 一
’

可以看出
,

如果给定一个特征多边形 1Δ Ι 6顶

点 4
,

对于第 ￡个顶点来说
,

7

几
Δ

1∀是 ‘的函数
,

可以证明
,

当 <一 ‘Ν Δ
时

,

人
‘
1< 4达到最大值

,

这个最

大值为

!7
7

‘
1生 4 ϑ

皿 Χ

云Χ 1
Β
一 ≅4 Χ

‘
,

1刀 一 云4一
‘

儿7 1 4

=> ?≅ > Δ
曲线的特点是

Δ

曲线的形状完全决定于特征多边形的形状
7

因此
,

改变多边形的顶

点
,

就会使设计者对输入和输出的关系有非常直观的感觉
7

如果增加一个中间点
,

就可以增加

曲线的一个阶次
,

这就大大提高了改变曲线的灵活性
,

因此
,

比较适用于交互式的曲线设计
7

显
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然
,

如果希望设计曲线而不是拟合 曲线
,

这个优点是非常重要的
7

这样
,

可以利用改变多边形顶

点的位置或增加某一个中间点
,

直到输入与所期望的曲线形状相符为止
7

现以三次 −冶? ≅>Α 曲线为例
7

要形成一条三次 =七?
≅>Α 曲线

,

只需要指定多边形 四个顶点
,

这

时
, 、一 �

,

顶点数为
Δ Ι �

7

将
, 一 �

, ‘Κ :
,

�
,

9
,

�
,

分别代入方程 1� 4
,

即得兰次 卫七?
≅>Α 曲线方程为

Μ 1‘4 Φ 1� 一 � < Ι � <,
一 <� 4Μ 5 Ι 1� < 一 Ο‘9 Ι � <. 4Μ ≅

Ι 1� <9 一 � <� 4Μ
Δ

Ι <�Μ �

用矩阵形式可表示为 Γ 1< 4一 / Π Γ
7

其展开式为

� ��� 卫!∀!!��� �#少
∃

陌厂口巨山�川�引�列「
‘

%

&一 ∋
( ) ∗ + 二 〔, ∗ ∗− ∗舀〕&

.
”

/一 ,

∋

一 0 ∋

一 ∋

) 1 +

如果把向量 2 )3分介为二维平面上的坐标 4 和 5 的分量
,

则其坐标形式可表示为
6

犬“’一 〔, “
7

一

⋯
8 8

一 ∋

一 0

一  

8

∋

一 ∋

8

8

∋

一 ∋

) 0 +

肉目阴
∃

内囚囚因叫们川
,

8, �月山�川 川9 �到

:“’一 〔, “
7 ‘∋〕

「
一 ∋

一 0

一 , ∋

这样
,

按8成‘成 ,
,

依次取一系列不同的 ∗ 值
,

即可获得三次 氏
− ;!< 曲线上的一系列点

∃

如果

根据上述公式 ) 0 +
,

编写出计算机程序
,

输入各顶点的坐标值 4 、,

: ‘ ,

而把 ∗ 从 8到 ,取适当的增

量变化
,

即可在屏幕上或绘图仪上输出一条三次 =! 水
<
曲线

,

通过对各顶点位置的调整
,

就可

获得非常满意的曲线造型
∃

− =七> ;!< 曲线基函数的一些性质

以三次和四次 氏
>
;!< 曲线为例

,

来研究基函数的性质
,

并加以推广
∃

把
, 一 ∋

,

‘一 8
,

=! >; !< 曲线各顶点基函数

∋和 , 一 ?
, ‘
一 8

∃

,
,

7
,

∋
,

∃.≅
,

分别代入基函数公式 ) 7 +
,

即得三次和四次

的公式
,

如表 和表7所示
∃

表 Α 三次=! >; !< 曲线基函数及其最大值

云 #
∃ , ‘

) ‘+ ‘二
·

8 ‘二  Β ∋ ‘Χ 7 Β ∋ ‘二 ≅

8 几
,
。) ‘+ Χ )  一 ‘+ ∋ . Δ Β 7 Ε , Β 7 Ε 8

≅ # ,
∃ 」

) ∗ + Χ ∋‘) Φ 一 ∗ +
7

8 之, Γ 7 Β 日 匀

7 #
∀ 6 ) ∗ 少

一

二 ∋乙7 )  一 ‘+ Η −Β
∗
∋ ? , Γ 8

∋ # 。
,

。) ‘+ 一 妞。 8 6 Β 夕Ε Ι
#
‘竺Ε 8

各顶点基函数值之和  

“
‘
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表9 四次脉橱 曲线墓函数及其最大值
! 二

‘

1‘4

! 。
7
: 1‘4“ 16一‘4‘

! 。
7

, 1‘4 Φ  ‘1�一 ‘4
7

! ‘
,

9 1<4 Κ Ο沪16一 <49

! Η
7
� 1心4 Φ  护16一 ‘4

!
Η 7刁

1<4Φ “

各顶点基函数值之和

忿二 � Ν  

Θ � Ν 9 Ε Ο

9 Ρ Ν Ο 

Ε  Ν 9 Ε Ο

� Ν Ο  

6Ν 9 Ε Ο

‘二 �Ν 9

6Ν � Ο

6Ν  

Ο八 Ο

6Ν  

6Ν �
一

Ο

上

心一 � Ν  

6 Ν 9 Ε Ο

� Ν Ο  

Ε  Ν 9Ε Ο

9Ρ Ν Ο  

Θ � Ν 9 Ε Ο

:

当 ‘从 ∀到 �变化时
,

即可获得各顶点的基函数变化曲线
,

如图 9和图�所示
7

工
,

产, 工诬‘份

一一 一
了

ϑ
7 叫 7 ϑ 州尸

7

7 7 7 7 7

Ν 卜一 ——— 一 Λ Λ

人不

孔
,

瓜
, Ν

。。入弄
口

∀

从冷Σ 升

二ΔΤ态弓

��ϑΧ6

“ 扮 乡
Ν 艺

: 冬 叁 歌 才

图 9 三次 = 晚加 Α

曲线基函数变化曲线 图� 四次 加Υ 亡曲线荃函数变化曲线

根据对表 �
、

表9和图9
、

图�的分析
,

可以得出如下几个结论
7

1�4 第一个顶点和最后一个顶点对曲线前后部分的形状影响最大
7

因为当 <Κ ∀和 <一 �时
,

其它顶点的基 函数数值均等于零
7

曲线必然经过第一个和最后一个顶点
7

可以证明
,

Μ5 Γ ,

和

代
一‘尸

7

分别是 尸。

和 Μ7 点的切线方向
7

这就是说
,

首尾两个顶点的位置 1指相对于其它顶点的位

置 4
,

对曲线的丰满程度起着重要的作用
,

如图 16 4和  19 4所示
7

在图  19 4中
,

第一个顶 点 Γ 。

向

1 + 4

图  首尾顶点移动对曲线丰满程度的影响
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右移动
,

其曲线丰满得多了
7 ’

拟
‘ 7

194 第一个顶点和最后‘个顶点
,
第二个顶点和倒数第二个顶点

,

它们的基函数都是对称

的
7

当顶点为奇数时
,

处于中间的一个顶点的基函数自身也是对称的
7

这就是说
,

当各顶点位置

对称时
,

所形成的也完全是对称的
7

当各顶点的位置不对称时
,

尽管施加的基函数影响是对称

的
,

但由于各顶点的向量与其相应的基函数乘积不可能是对称的
,

所以所形成的 卫贻困岭Α
曲线也

是不对称的
7

如图Ε1 � 4
、

19 4娇示
7

凡

∃ Μ�

尸5 Γ手

19 4

图 Ε 中间顶点移动对曲线形状的影响

1�4 当 <二 ≅Ν
Δ

时
,

相应的基函数 !7
7
‘
1< 4达到最大值

7

这就是说
,

当 ‘Κ ‘Ν Δ
时

,

￡顶点的基函数

对曲线在 Μ1 ‘Ν , 4点处施加的影响最大
。

如图Ο 164
、

194 所示
7

毛? 夕

图Ο 当 ‘Φ ‘Ν
,

时
, Δ
顶点的基函数达到最大值 人

7 ‘

1‘Ν劝
,

这时
。
顶点对曲线形状影响最大

1 4 当 < 从 ∀到 �变化时
,

在任一 <值
,

各顶点基函数数值之和恒等于 �
7

这就是说
,

当各顶点

的位置向量完全确定时
,

那么
,

曲线上的点 Μ 1< 4
,

是由各顶点的基函数施加于各顶点的位置向

量的总结果 1即它们的乘积之和 4
7

这时 Γ 1∀点的向量绝对不可能大于具有最大向量的某一顶

点的向量大小
7

这个结果的几何意义是
,

曲线一般总是控制在特征多边形的内部
,

且曲线具有

凸包性
,

也就是 曲线总是弯向各顶点
7

如图  , Ε
,

Ο所示
,

1Ε4 当给定一个特征多边时
,

曲线上的任一点 Γ 1∀ 都是各顶点施加作用的结果
,

因此
,

移

动任何一个顶点
,

都会影响曲线其它部分的形状
,

这就是基函数的整体性
7

如果把各顶点的位

置向量比做力的大小
,

那么
,

经过各顶点基函数施加作用后
,

在曲线上的任一点 Γ 1Δ 4
,

都好象

是一个弹簧把它拉住
,

拉力的大小就相当于 Γ 1< 4向量的大小
,

实际上可以想象是有无数弹簧

把曲线拉撑住
,

如图Ρ所示
7
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图Ρ => 幼>Α 曲线基函数的整体性

以上 => ?≅ >Δ
曲线基函数的一些性质

,

对我们在利用 刀冶ς ≅> Α
曲线来设计曲线轮廓时

,

将起着

宏观上和直观感觉上的指导作用
7

� 曲线轮廓设计例子

在进行曲线轮廓设计时
,

为了能更好地控制曲线的形状
,

可以有两种办法
Δ

一种是增加特

征多边形的顶点数
,

也就是增加曲线的阶次
,

以保持 曲线较高阶导数的连续性
Η 一种是把整条

曲线分割成较小的段
,

而保持段内较低的阶次
,

常采用三次曲线的做法一般前一种办法要 比

后一种办法容易些
7

如果采用前一种办法
,

只要把各种特征多边形的具体顶点数
,

分别编写成

子程序
,

按需要随时调用
,

即可产生所需要的曲线
7

但是
,

如果对曲线并不要求有高阶导数的连

续性
,

而只要求有二阶导数的连续性
,

也可以把曲线分割成几个三次段来连接
,

也是一种方便

的办法
,

因这时
,

对曲线设计的直观感觉更好
7

如图 Θ所示
,

曲线轮廓具有两个拐接点
7

要设计这样的图形
,

可采用六个顶点
,

如 Γ 。 ,

⋯
,

Γ . ,

而相应地把它分成两个有 个顶点的特征多边形
,

即 Μ∀ Μ+ 几八和 几Μ
 

几Γ 。 ,

而调用三次

马

图 Θ 有拐点的曲线轮廓 图 8 封闭的曲线轮廓

晚二。 曲线的子程序
,

即可设计 出该图形
7

这样做的好处是
,

方法简便
Η
同时

,

在调整 上部曲线
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时
,

不致影响下部曲线的形状
,

反之亦然
7

如果要设计如图Θ所示的封闭的曲线轮廓
,

可以采用 8个顶点
,

即 Γ 。 ,

⋯
,

Γ 。 ,

然后
,

把它分

成三个三次段
,

即分成三个有  个顶点的特征多边形
,

即 Γ :Μ
Δ Γ Δ Γ Δ , Γ , Γ 5Γ .Γ 7 ,

Γ 5Γ Ρ Γ Δ Γ 。 ,

这样
,

由三条三次 =>
?
≅>Α 曲线段

,

可拟合成一个有特定要求的封闭的曲线轮廓
7

但必须注意
, Γ 。,

Γ Δ ,

Γ 。 ,

必须分别位午直线 Μ 2尸 Δ ,

几 Μ , ,

几Γ Ρ

上
,

因为这样才能保证曲线在 Γ 。 , Μ Δ ,

Γ 。

各点处与相应

的直线相切
,

曲线在各点斜率是连续的
7

在调整各顶点的位置时
,

如果能运用第 9节中所分析的 => ?≅>
Α
曲线基函数的各种性质

,

将

会使调整过程比较迅速
,

并产生我们需要的满意的曲线轮廓
7
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