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微分形式论与外微分应用于电动力学的探讨
’

陈强顺
1同济大学3

王建成
1华侨大学3

摘要
一

本文探讨微分形式论与外微分应用于电动力学中的若干问题
,

并指出其优点

关键词 微分形式论
,

外微分
,

电动力学

9 箭告: 口 ,! +二!

电动力学研究电磁场的运动规律及其同带电物质间的相互作用
,

电磁场是物质世界中重

要的矢量场
4

研究矢量场问题的主要数学工具为矢量分析和数学物理方法
4

虽然
,

矢量分析

已建立了一套完整的理论
,

但比较繁琐
4

于是
,

人们引进了哈密顿算子甲
,

并规定了一些运算规

则
4

虽然按规则运算可得到正确的结果
,

但一般还要对结果进行验算
4

本文着重探讨把法国数学家 −; <= > ?≅ 8?9 所创建的微分形式论和外微分应用于电动力学中

的表式和矢算
4

在扼要地阐明微分形式论和外微分形式理论的基本概念和方法之后
,

阐明这种

数学形式如何用来表达电磁场的运动规律
,

同时着重指明哪些组成部分同矢量分析相关联
,

可

利用它们取代电动力学的矢算
,

并以具体实例推证一整套矢算公式
4

; 微分形式论的基本概念

在欧氏三维空间 渺 中
,

开集 # 上
,

零次
、

一次
、

二次和三次微分形式分别为〔卜月

7

。 Α ( 1
Β ,

歹
, 之

3 一 ( 1
Β , , 公6 , Β �

3
,

。 一 Χ 1劣
,
夕, Δ 3Ε

Β
Φ 犷1Δ , 夕

, Δ 3碌犷 Φ 81
Β ,

夕, Δ 3 Ε Δ

Α (, Ε Β ‘

Φ ( Γ泛Δ ,

Φ Η �
。

,
二 兄从 1

Δ ‘ , Δ “ 、二 �
3、

‘,

1� 3

16 3

6

。 Α Η 1Β
,

Η
, Ι

3己, & 由 Φ 、1Β ,
Η

, Δ 3己
Δ
八 记二 千

,
1
二 ,

, , Δ
3汀

Δ
& 撼Η

二 ϑΔ 。

而
6

八碌
Δ �

十 ϑ Δ , 健二 �
& 浮Δ ‘

十 ϑ, Δ Ε 艺,
八 Ε之忍

,

本文 6 5 5 6
一
7 6

一
� 6 收到
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一 艺尸‘!1
Β ‘ , Δ “ , 二,

3。
‘
八澎

,

其中尸6 � Α 一 尸� Δ
一 尸Η

11
Δ , , Δ , , Δ ,

3 Α , 1Δ ,

Η
, Δ 3 Η 尸Δ Δ

一
尸, 。

Κ 尸6
1二

‘ , Δ , ’

1
Δ ‘ , Δ , , 6 �

3 Κ , 1
Β ,
鱿

, Δ 3
,

1� 3

, 劣� 3 Κ 叮1劣
,

夕, Δ 3 Η ϑ Η 6
一ϑ Γ , Κ ϑ。

�

。 Κ Λ, 1
Δ , 犷

, Η 3忿
Β

& Ε 夕 & Ε之 一 Μ 1
Β ‘ , Β Γ , 6 �

3Ε
Β ‘

& 众
Γ

& 注艺 ,
4

1 3

显然
,

零次和三次微分形式仅有一个数量
,

可用来表示标量场
Η 一次和二次微分形式拥有

三个数量
,

可用来表示矢量场
4

三维空间自然不存在四次以上的微分形式
4

不难见到
Δ

零次微分形式无基
Η 一次微分形式的基为 血

‘、

众
6

和 ΕΒ
�
1简称一次基

,

以下类

推3 Η
其配 对的集合通常记为 ΕΒ

,
& 击

, 、

众
,
& ΕΒ

‘、

众
‘

八面
, ,

称为其外积或楔积
,

它们构成了二次

墓
,

如式 1� 3所示
Η三次基 Ν

‘
&众

,
& 。

,

是由一次基的二重外积构成
4

诸种基遵从两个公理
Δ

改

变一次基外积的顺序差一个负号
, Η
两同名一次基的外积为零

4

据此
,

下列等式成立
,

即

心
6
八面

“
一 一面

“
八由

6
4

血� 八面
‘
一 一 由

‘
& 众气 击

且

&心 6 Α 一面Γ &而
工 ,

Ε Ι ,

& Ε Ι Γ
& ΕΒ

�
Κ 一 Ε之 Γ

& 血
‘ 八 尸一�

Α 众
6

& ΕΙ
,

& Ε Β ‘
Κ 一 众

�
& 众

Γ
& 面

�

Α 一 耐
,

‘

漏, & 由
6
二 众

”
& 心压 & 心

6 ,

ΕΒ
‘

& 心
‘
Α ∀

,

而 6 ,

气 心6 Α 7 ,

由
“

八 八
,
Κ 7

,

Ε Β ;
& Ε Δ 6

& Ε Β ‘
Α 7 ,

ΕΒ
�

& Ε劣6
& Ε Β � 二 7

4

Ε Δ 6
& Ε 名6 & Ε劣�

一 7
,

⋯

6 微分形式的外微分运算

外微分是对微分形式施行的一种数学运算
,

因引用与微分相同的符号 己而得名〔卜们
,

对式

1� 3求一次外微分
,

得
4

。 刁(
Ο 4

刁尸 二 刁尸
Ο 4

9 韶
Ο 一

;

向 一 亦仔 十 瑟彻
‘

十 淤血
‘

一 乙 丽花扩 Α 。
, 1Π 3

可记为
7 � �

Ε 。 Α 。二 Η
一 。守艺

4

1Θ 3

式1Θ3 的意义是
Δ

对零次微分形式求一次外微分
,

其结果变成一次微分形式
,

且其三个分量是以

原零次微分形式梯度的三个分量构成的
4

可见零次微分形式的外微分同梯度相联系
4

对式 163 求一次外微分得
一 口;,’

,

浮。3
一 1丁呀

Ε 」二
‘

Α 6 1

‘Ρ Σ

一

券
3‘一 八 撼一 Φ 1

券
一

势
3、一 八 己一 Φ 1

势
一

券
3。

�
八“6

豁
一

势
8;Β

‘

八 ΕΒ Σ 一歇 1Τ 3

可记为
; 6

法。 一 。Τ
茄

4

1Υ 3

式1Υ 3的意义是
Δ

对一次微分形式求一次外微分
,
其结果变成二次微分形式

,

且其三个分量是以

原一次微分形式旋度的三个分量构成的
,

可见一次微分形式的外微分同旋度相联系
4

对式 1�3 求一次外微分得

硫一 1
擎 Φ 澳 Φ 黔 3ΕΒ

Η
& 汪, & ΕΒς 一 歇

2从
4

以七“ 以乙,
15 3

可记为
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6 �

面 一 吻
一

二

⋯
1� 7 3

式 1工∀3的意义是
Δ

对二次微分形式求一次外微分
,

其结果变成三次微分形式
,

且其量值是以原

二次微分形式的散度构成的
,

可见二次微分形式的外微分同散度相联系
4

对式 1钓求外微外自然为零
4

对微分形式作一次外微分运算
,

得到高一次的新微分形式
4

记

为

·
次微分形式

京器犷
1
·

Φ� 3 次微分形式
·

1� � 3

利用式 1Θ 3
、

1Υ 3和式 1Υ 3
、

1� 7 3
,

不难证得
7 7 Ω 6

Ε , 。Α 己1Ε 。 3Α 面二Δ Κ 吻
、二二Α 7

,

即梯度的旋度为零
Η

� � 6 �

尹。一属1Ε动 Κ 面
二、

二Α 吻
4

二 Β

二一 。
,

即旋度的散度为零
·

可见
,

连续作两次外微分运算
,

其结果均为零
4

记为

Ε Γ

三 7
4

1� 6 3

此外
,

可以证明下列运算公式成立
Η
Λ6,

’
·

Π
司

1。 Φ 7 3 & 人一 1。 & 久3 十 1∀ & 久3
,

。 & 1凡
Δ
Φ 祝 3 一 1。 & 久Η

3 十 1。 & 扬 3
,

1。 & ∀ 3 & 叮 Α 。 & 1∀ & 口3
,

户 叮 夕 Ξ 户 Χ

Ε 1。 & ∀ Α Ε Ψ, & ∀ Φ 1一 � 3
户。 & 动

4

1� � 3

1�  3

1� Π 3

1� Θ 3

� 化电动力学有关方程为其外微分形式的举例

应用上述微分形式论的概念及外微分运算的规律
,

可将电动力学有关方程表为外微分形

式
4

例如
,

静电场强等于电位梯度负值的方程
,

可 由零次微分形式表示标量场 电位 。一 , 1护
,

护 , Δ �
3和一次微分形式表示矢量场强 么一习 Δ ‘召一 Δ <

‘ Η 十凡。
,

Φ 凡‘
, ,

化为等价的外微分形式

牙一
甲 : 。占一 而

‘

Η
一 荡

, ,

由式 1Π3 知上式右边方程的分式为
Δ − ,

Α 一甜Ζ毋
‘ , − Δ

Α 一甜Ζ 改
, ,

− �
[ 一芥Ζ 击

� ,

合起来即为 − Α

一甲 :
4

若将 么一
‘、
一二

二 ,

外微分二次
,

则等式左侧变为 森一二
二 Β

Δ
,

而等式右侧变为 ‘1‘动

� 一

二 7
,

于是得静电场为无旋场
Δ

Ε? 一 7片甲 Β 刀Α 74

又例如
,

对于麦克斯韦电磁场方程组
,

除了引进一次微分形式
?

外
,

还引进下列若干微分形式
,

即

一习局澎 表示交变电场

异一 习
。

,
碌一 。 。Σ

表示交变磁场若一 1。
, , 。6 ,

。Δ
3

,

一Ρ 万

其中 从
�
[ 一几

Δ
Α 召, ,

几
Ν
Α 一及

。
Α ∴ Δ ,

∴;
Δ
[ 一 几

;
Α ∴�

·

二一 习
。‘, 。,一 八 、万

表示电位移矢量 万一 1。
, ,

。6 , 9 、
3

,

其气
‘
] 6 �

[ 一 ] � Δ
一 ] Η ,

] � ,
Κ 一 ] 』。

一 ] Δ ,

] , Δ
Κ 一 ] Γ ,

Κ ] �
4
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含一习从ΕΒ’ 表示磁场强度 元一 1)
, ,

) Ψ ) Δ 3
,

丢一 习。声
‘
八 ΕΒΣ 表示 电流密度矢量 于一 1!

, , , 6 ,

, Δ 3
,

‘Ρ Σ

其中 几
�
[ 一几

6
二 ! Δ ,

几
Η
Α 一!;

。
Α ! Δ ,

!�
6
[ 一八

Δ
一 ! �

4

。 Κ 冈
Δ ‘

& 心
,

& 由
�

表示 电荷密度 ⊥ Κ ⊥ 1Δ ‘ , Δ , , Β ,
3

4

于是
,

可得如下相等价的方程外微分形式

Τ
·

∴

甲 _ −

一 7骨记刀一 ∀
,

� 6

矶∴片Ε ? [ 一 汉刀
,

一 6 �

甲
·

刀 Α Ι 户冲 Ε⎯
,
Α = ,

[‘ 在 6 6

Τ _ ;; Κ 认] Φ !衬而 Κ 氏, Φ 今

交变电场和交变磁场是统一 产
4

勿吻质—电磁场
,

自然可把

来
,

统一为如下两个二次和一个三次微分形式
Δ

Λ;,
‘’

·

‘, �

6 二 6 6 �
? 和 声

、

Ε 和 α‘ 和 。
结合起

6 工

必 一 ? 八 ‘Β Ψ Φ 刀
,

6 � 6

岁 Κ
一
行 八六

。

Φ α ,

1砂 表示时间 ‘
,

众。 [ 以 3
,

� 6 �

β Α 雪八 众
。一 。,

则麦克斯韦电磁场方程组可合为如下两个外微分形式的方程

χ
Ο Ο 片Ε 必 一 ∀

,

甲 又 刀 [ 一 认∴

χ
甲

·

] 一 ϑ

甲 _ ) Α

6 �

Ο 一片 Ε笋 Φ 口 Α 7

认] 十 !

文献 Λ �。〕
、

Λ � �〕有深入的讨论
4

 矢算代数的外积运算

设以 。、

δ 表示标量场
, &和 ∴表示矢量场

,

即

月 一 月
二

云十 月,

Σ Φ 月
‘

ε Κ & , = ,

Φ & Γ = Δ 十 人
= Δ

[

∴ Κ 凡 < Φ 方
Η

挤资
一

刀
Δ
ε 一 ∴ Δ = Δ

Φ ∴ Δ = Δ Φ ∴ς = Δ Κ

习 , ‘。‘,

习。‘言
‘ ,

如上所述
,

可用一次或二次微分 形式表示矢量场
,

有

Κ 月, Ε Β ‘

Φ ‘ΓΕ Δ ,

Φ , �

“, Α 习 , “分
,

Κ 月∋Ε Β Γ
& Ε Β �

十 月Γ
ΕΒ

�
& 击

�

Φ 月ς汉Β ;
& Ε Δ 6

Κ 习
, ‘,、

‘
八 “, ,
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衍一习、、
,

祝一 困瓜声
‘
八 ΕΒ 、

‘
4

‘Ρ Σ

‘和 ‘分别表示以矢鼻
, 的三个分量为分量的一次和二次微分形式

,

‘和 ‘与之类似
。

和差运算只适于同次微分形式之间
4

两个一次 1或二次3微分形式求和差
,

其结果是以原两

个一次 1或二次3微分形式的相应三个分量之和差为其分量的一次 1或二次 3微分形式
4

经运算

可得 Λ‘〕

抚士抚一七‘
,

毓士忿三岛石
,

1� Τ 3

微分形式同任一数量
。
作外积运算

,

得到 同次的微分形式、其相应 的三个分量 为原分量的

倍
,

即
� � � 6 6 6

八 。百一 ?
听 二 叭艾

, ? & 听 Α
?

可 一 叭蕊
,

1� Υ 3

外积衍&玩一习
, ‘、

‘
八习扶材一云 1戌民一凡∴ ‘

3、
‘
八。

,

记为

“
‘Ρ !

� � 6

叮 八崛 Α 。百
Β
落

,

1�5 3

特例
; �

崛 & ∗, 百一 7
4

夕一
、

积衍。毓一艺
,
‘
、
‘
八习 , ‘,。

‘
。、一 1,

, 。Η

Φ , 6 7 6

Φ , Δ。Δ
3、

�
八、

,
。、

,
一 1万

·

1� 5
‘
3

∴ 3ΕΒ
<
& ΕΒ

Γ
&

、

血
� ,

记为
�

,

‘幽 4 4 山

旬汤
。

‘ ,

�

特例 叭气

16 7 3

16 7
‘
3

Π 证明矢量分析中的场论公式

应用微分形式的外微分运算和矢算代数的外积运算之性质和规则
,

可证明众多的场论公

式
,

其所阐明的思路和方法
,

也适用于其余矢量分析的推导和演算
·

Δ

1�3 Τ 1Χ士夕3一甲Χ士甲夕
7

式中出现的是标量场的梯度
,

引用零次微分形式
,

令 了士 β二 。
,

对此式求一次外微分
,

由式

1Θ 3
,

1Τ 3得

试、 一 球Χ 士 ‘, 一杯
, 士韶

,
一拓。

二 , ,

由式 1的又知 Ε丛Α 吻
Η 一 。Τ 。了士 , 3

4

� �

由 。补士 二 ,
一吻

1了士 , 3 ,

即可证得

甲 1Χ 士 妇 Α Τ 了士 守 β4

163 Τ 1>Χ 3Α >守了1> 为恒量3

类似 1;3 例
,

可引用零次微分形式
,

记 >Σ 一面
,

即可证明之
4

1� 3甲 1Χ力一夕甲Χ士Χ甲 β

同祥
,

弓φ用零次微分形式
,

记 ΧΩΖ 一 乙
,

即可以求证
4

曰 3Τ 1Χ Ζ 妇一 1β甲了一Χ甲 , 3Ζ≅Ζ
,

引用零次微分形式
4

记 Σ’Ζ , 一币
、

同样可以求证
4
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1Π 3甲
·

1尸士 口3 Κ 甲
4

尸十甲
·

γ

式中出现矢量场的散度
,

故引用二次微分形式
,

记忿士念一众对此式求一次外微分
,

由式

1�7 3
,

1� Τ 3得
6 6 6 � � �

己。 一 己杯 士 Ε诉 一 。η
4

下士 。Τ
4

万 Α 叭口
4

节士 ,
4

石3
,

6 � � � �

由式 1� 73 又知面一吻
4

二一吻
4

舀士而
,

4

由吻
4

舀Ν 1石3 Α 叭 Τ
4

节士 二
4

万3
,

即可证得

守
·

‘尸 士 ∀ 3 一 甲
·

( 十 甲
·

口

1Θ3 甲 _ 1(士 γ 3 Α 甲只 ( Φ 甲只 队
� � �

式中出现矢量场的旋度
,

故引用一次微分形式
,

记 诉士哺Α 。
4

对此式求一次外微分
,

由式

1Υ 3
,

1� Τ 3得
� � � 6 6 6

江。 二 礴叮 士 己碗 Α 。 Τ Β

下士 。口 Β
万二 叭 , Β

下士 η Β

百3
,

� 6 6 6 注

由式 1Υ3 又知触一听
Β

二Κ 吻
、 1下士石3 ,

由吻
、 1节士万

3
一。1二 又

下Ν 二 拭
万3 ,

即可证得

甲 _ 1( 士 γ 3 Α Τ _ ( 士 甲 义 ?4

1Τ3 甲
·

1Χ助一 (
4

甲ΧΦ 了甲
·

尸

7 6 6

式中出现标量场的梯度和矢量场的散度
,

故宜取 了一。 及 叮 Α 。 ,

利用式 1生Θ 3
,

则有
7 6 7 6 7 6 � 6 � � �

己1。 八
·

。 3 一 Ε Ψ & 。 Φ 1一 � 3
7 7 & Ε 。 Κ 吻

, & 诉 Φ Χ & 7 Τ
4

节Κ 杯
4

, , Φ 印刃
4

下
,

7 6 6 6 �

由式 1� Υ 3
,

1� 7 3得 己1。 & 。 3Κ Ε仃 & 杯 3Α 沱叻下Κ 。Τ
4

1万3 ,

� �

又由 。二
4

1了下
,
一 。1

节
4

二什刃
4

下》
,

即可证得

甲
·

1了( 3 一 尸
·

甲 Χ Φ Χ甲
·

(

1Υ3 甲
·

1尸 _ γ 3一 γ
·

Τ 只 (一 尸
·

Τ _ γ

� � 6

利用式“ 5”有 ‘ “‘一嘛万
,

然后对该等
梦

一次外微分利用式1斗
。,

’

得
邹

右侧为

。二
4

舀
Β
石

, Η
利用式 1� Θ 3

,

1Υ3 和 167 3
,

得等式左侧为 。1万
4

二 、

未下
4

二 Β

万, ,

即可得证
·

153 甲 _ 1Χ( 3二甲了_ 尸Φ 了甲 _ 产

式中出现梯度和旋度
,

故宜取 了端 和赫一石
,
然后分别利用式 1� Θ 3和 1Υ 3求外微分 ‘1二&

击3
,

在运算中还利用式 1Θ 3
,

1� 53 和 1� Υ3
,

即可证得该命题
4

1� 73 甲
·

甲 _ 尸一 7

� � � 6 � � 6

记 诉一 。 ,

由式 1Υ 3
,

则得 枷一 。Τ 、

下
,

由式 1� 63 知 砂 Α ∀ ,

因而有 尹。一武面 3一触
二 义

亨[

�

触二
·

二、下一 7
,

即可得证
4

1� � 3Τ _ Τ ΧΑ 7
7 7 � 7 勺 � 6

记 Χ Κ 。
,

由式 1Θ3 得 枷 Α 。、, ,

再利用式 1�6 3
,

则可得 矛。一武彻 3一初
Δ 了Α 。 Τ Β Τ , 二 ∀

,

即可

得证
4

从 1�3 至 1��3 的证明中看出
Δ

把微分形式论和外微分运算应用于矢量分析 中
,

具有明显的

优越性
4

它使推导演绎的篇幅大为缩减
,

使运算工作大大地 简化
,

显示出特有的简捷性和鲜明
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性
4

剩下的四个公式
,

由于自身的复杂性
,

证明过程不免麻烦些
,

方法更简单
、

更明快
 

现分述于下
Δ

但终究要比矢量分析所沿用的

1� 63 甲 _ 甲 _ (一甲甲
·

( 一甲
Γ (

因为甲 Β (为一矢量函数
,

故可用二次微分形式表示
,

记
; ;

曰 Κ 份Τ Β ≅ , 1工3

‘一 1

给
一

乡ΕΒ; Φ1 器
一

豁、 Φ1 尝
一

豁ΕΒς
1 + 3

对式 1;3 求外微分
,

并利用式 1Υ 3
,

得
� 6 6

Ε。 Α 。。 、

二一 。二 Β 甲火于
,

1 皿 3

对式 1 + 3求外微分
,

把得到的结果添加以下附加项 1零 3
,

即

士

黯
介

6
。 。

�
士

赫
1;Β

�
八 。

�

士

黯
ΕΒ; 八
试

经整理归并后
,

可得
Ε
岛

皿

。 1口 口
4

节
一守 ,

节3
,

1% 3

由式 1 皿 3等于式1 Μ 3
,

公式即可得证
4

1� � 3甲 1(
·

存3Α 1尸
‘

甲 3γ Φ 1口
·

Τ 3尸Φ 刃义 Τ 又公Φ γ 又勺
、

又 (

因为 尸
·

口为一标量函数
,

故可用零次微分形式表示
,

记

1 , 3
7

。 Α 矛
’, γ ‘

Φ ( Δ 召6

Φ ( Δ γ Δ ,

1 ,+ 3

对式 1 , 3求外微分
,

并利用式 1Θ3 得
7 � �

而 一 吻二一 。 二 〔又万3 ,

1妞 3

对式 1讥 3求外微分
,

得到的结果再添加以下附加项 1零 3
,

郎

士 。
纂
介

�
士 凡
势

ΕΒ
;
士 ( Δ

令
。6

少贵
、

6
士 尸 Δ

士 凡
势
众 � 、 γ Δ

豁
击

�
士 γ Δ

器、

纷户
击

;

1少Η

孤
,

·

‘一 士 “�

券
扩一 士 。�

拳
、

�
土 。6

券
碑一

再经过整理和归并后
,

可得
7 ;

Ε 。 一 。“了
4

Τ 3
万十

1
万

、

Τ 、
芬
、
下
、 甲 又

万十万
Β 万痴

〕 ,

1姗 3

联工式1娜 3与式 1姗 3
4

即可得证
、

1�  3Τ 1卢
, ·

户
,

3 Α 6 可;,
’ ·

甲3声
,

十 Γ( 丫甲 又 尸

本扒
、

事实上是 1工� 3的特例
,

根据 1� �3 公式
,

把矢量函数 γ也改为矢量函数 (
,

即可得本式
。

1巧 3
’

Τ 分
、

1尸火 γ 少Α (Τ
·
存一 γ Τ

·
厂十 1口

·

甲 3( 一 1尸
·

甲 3γ

本式的求证完全可仿效 1� 63 和 1� �3 的求证思路和方法
4

鉴于 ( Β γ 为一矢量函数
,

故可用
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一次微分形式表示
,

记
; ;

田
二二二

∗3 犷 _ 口 , 1仄 3

�

。 一 1户
’6召Δ

一 户
’� γ 6

3Ε
Β ,

Φ 1户
’
ς泞,

一 ( , γ �
3众

6
Φ 1(

<召Δ
一 凡γ Δ

、

3众
� ,

对式1 +_ 3求外微分
,

并 由式 1Υ 3得
; 6

1_ 3

Ε。 Κ 。Τ Β 1
下

Β
万

3 ,

1_+ 3

乒Ω式1 _ 3求外微分
,

所得结果又添加零附加项
,

再经过整理和归并后
,

得
; 6

Ε。 一 叭下,
4

石
Ο

石口
4

下十
1
万

‘

Τ 3

下
一 1
于

4

仍乱
,

1郑 3

联立式1 Β+ 3及 1 Β+ 3
,

即可得证
4
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