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直杆承受均匀
二

轴向荷载弹性失稳的加权余量解

杜 耀 星

.土木工程系 2

摘要 本文用加权余; 法推导出直杆承受均匀轴向荷载
,

发生弹性失稳时临界荷载 < ,
的计算式
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直杆在轴向集中荷载作用
、

下
,

对应于各种不同形式的杆端约束
,

在求解其弹性失稳时的临

界荷载问题都比较简单
,

因为它们所对应的浇曲线近似微分方程都是二阶常系数的线性微分

方程
9

但是
,

又寸于直杆在承受轴 向均匀分布荷载 .如直杆在本身自重作用下就是这种形式的荷

载2
9

其侥曲线近似微分方程成为具有变系数的三阶微分方程
,

于是就增加了求解的难度
9

如果

要求其弹性失稳时的临界菏载
9

可以将微分方程通过特殊变换
,

使之成为员塞尔方穆
,

然后利

用贝塞尔函数来求解
,

虽然所得结果是精确解
,

但增加了不少计算工作量
9

本文在推导出遗英何迩的变系数三阶挽曲线近似徽分方程后
,

利用加权余魔祛
、就可以简

捷地得出本间题的近似解
,

其精众完金确属了工程时藉要
9

加权余量法虽然是一种近似求解

法
,

但是可以达到我们所需要的锗度城以毓近以来侧权余盘法在结钩分析中得到了迅速发展
和广泛应用

·

关于加权余盘法的计算原理可参侧文放(〕
,

甲
·

5 本问题的挠曲线近似微分方程一诚亲奴的控制方程

以下端固定上端 自由的等截面直杆
,

在均 匀分布的临界荷载作用下呈微弯状态 .图 ≅2 为

例
,

推导出加权余量法的控制方程
9

由材料力学可知
,

杆件在抽向均匀分布的临界荷载作用下

呈曲线形状的平衡
9

此时弹性曲线的微分方程为
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由图 ≅ 可知
,

在距圈定端为
Α
的任一截面上

,

其剪力为
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以式 .� 2代入式.7 2
,
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图 ≅ 均匀轴向荷软下压杆的失稳

则式 .Κ2 可改写为

月份
9 二 , , Ε 、

匆
Ε Ε

。
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式.Μ 2是一个具有变系数的三阶齐次微分方程
,

它也就

是本问题利用加权余童法求解的控制方程
9

7 临界荷载 ‘的加权余量解

采用加权余量法求解必须先取一试函数
,

为此
,

我

们选取三角函数式为试函数
,

即

梦 , 占幼= .服 2
,

.8 2

式中
, ‘为待定参数 Η从ΛΛ 山 .。2为基函数 Α 9 , Ν;ϑ 器 将式.8 》对

Α
分别傲分一次和三次得

会
一

Φ
二2

,

今一 , 、.二 2
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由于试函数式.82 满足边界条件
二 Λ  时

,
, Λ Χ 9 Α 二 ≅时

,
, Λ ‘

9

所以将式.Π 2代入式 .Μ2 得余量为

凡 Λ 一 嘛
,
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我们采用加权余量法中的矩法
,

取权函数为

讯 Φ 砂
,

.5 Χ 2

将式.: 2
,

.5Χ2 代入加权余量积分方程
,
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为了消除余量
,

令加权余量积分为零
,

即
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上式积分并整理后可得
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所以最后可得
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式 .5 72 就是等直杆在轴向均匀荷载作用下
,

发生弹性失稳时的临界荷载‘的计算式
9

� 讨论

本问题可以经过特殊变换
,

使式.妇成为贝塞尔方程
,

然后利用贝塞尔函数求得其精确解

< , 二 擎Α Ρ

尸
.王� 2

前面利用加权余盘法求得近似解为式 .5 7 2
,

两者相比
,

相对误差仅为 7
9

66 铸
,

可见采用加

权余量法求解
9

虽然是近似的
,

但可达到较高的精度
,

足够满足工程上的需要
9

本问题还可以利

用能童法
、

瑞利
一

里兹法求得近似结果
,

现将各种方法所求得结果列成表 ≅
,

比较于后
9

表 5 各种计算方法梢度比表

计算方法 临界荷毅卜 相对误差 .Σ 》

精确解

加权余盘解

能; 解

瑞利
一

里兹法

卜” .8
9
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9
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9
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9
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由表 5 可以清楚地看出
,

在各种近似解算中
,

加权余盘法不失是一种简捷又可得到足够精

度的近似计算方法
9

所 以加权余盘法在流体力学
、

热传导
、

化学工程以及土木工程中最近得到

迅速的发展和广泛的应用
,

它在近似计算中无疑是一种好方法
9
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