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等距运算在现有体素造形系统不可精确表示
‘

陈 思 雄

0管理信息科学系3

滴要 本文论述二种极为常甩的自由曲线的等距曲线不可参数有理化的重要事实
6

指出即使具有

自由曲线造形功能的体家造形系统
,

也无法精确表示等距运算
·

关键词 计算机辅助设什
,

自由曲线
,

等距运算
·

; 已5食
6

, � 6 ‘<�

= ∃  > = ∃ ? 的造形系统从开始研究便以两条主要干线平行发展着
≅

一是为构造体边界跳

各局部解析区域而形成起来的曲线
、

曲面几何造形系统
<另一则是研究

,
维体的整体结构如何

在计算机内部表示和计算形成起来的体素造形系统
6

参数样条及有理曲线0面 3
,

或称自由曲线
0面3

,

由于其具有表达力强
、

几何直观
、

局部可调
、

可修改性强
,

且求值
’、

求导方便等良好性质
,

而被当今造形系统研制者们一致推崇
·

因此
,

现有大多数体素造形系统均采用自由曲线0面 3为

基准曲线 0面 3
6

体素造形系统若由 =Α Β 树结构化体表示观点来着
,

不管体多么复杂
,

均可由系

统的若干基本体素 0如圆柱
、

球
、

台
、

棱
、

环
、

立方体
、

锥等3进行有限次正则布尔康合运算和正交

运算后而构造起来
6

但是这种方法表示的体明显不足之处是
<

其边界形状复杂度佼限子匕次画
锥曲线 0面 3的情形

,

难于满足当今具有雕塑 曲线0面 3构造要求的应用谏题
6

不过
,

通过边界曲

线0面 3的统一多数样条或有理表示及允许一定量的边界运算
,

瑰有体素冠殆系统已完全克服
上述不足

6
Χ一

Δ

比 。
6

现有体素造形系统另一严重不足是
≅

其关于体的基本运算极其有限
≅

0即只有布尔集合运算

和正交运算3难于刻画那些不是靠上述运算而构造起来的休素
6

本实上
,
在某些工业应用课题

中
,

如鞋样加工中的镶边设计山
,

机器人无障礴道路寻求由
,

机械加工中的刀具中心轨迹 自动
生成二等直接或间接地涉及 到形体各向等长度麟旅谈奴缩的过程便是一例

6

这些变化过 程若

用数学语言予以描述
,

可为
,
维体 Ε 到另一

≅
维 Ε∗ 的变换‘

,

有毋 Φ 物 Γ 0Ε3 Φ Η川面0Ι
,

Ε3

簇‘
,

沁矛 ϑ
,

厉 Φ 物一 0Ε 3 Φ ΗΚ Λ山伊
,

矛一Ε 3Μ ‘, Κ 〔护ϑ
,

其中
, 己为膨胀收缩的厚度

6

本文 78 8 ∗Ν 7 7
一

∗ Ο 收到
6
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显然
,

等距运算 物Π
如同正交运算

,

是关于体的单目运算
6

易证其与正交运算可交换
,

但与

正则布尔集合运算不可交换
〔。

6

因此
,

经 1 , Β 树表示的体素的等距体就不可简单地理解为失

对
,

其组成的各基本体素施行等距运算后再重新进行 1− Β 树表示
6

这样
,

等距运算实际上 以端

新的姿态而并入到体素造形系统关于体的基本运算之列
6

然而
,

不幸的是
≅

以现有体素造形 系

统的曲线 0曲面3表示能力尚无法精确支持这种新引入的体运算
〔匀

6

本文将就维数简单的 9 维

体素造形系统给出上述结论的两个重要论据
≅
05 3非直线

、

圆弧段的参数二次有理曲线的等距

曲线必不可参数有理化
< 09 3非直线段且有拐点的参数四次多项式曲线的等距曲线必不可参数

化
6

7 可参数有理化的等距曲线类

首先
,

将给出 9 维体素的等距边界 刁Ε。 的参数表示
6

事实上
,

若不妨设原 9 维体 Ε 的边界

。。 是 Θ勺参数曲线
Ρ 二 00≅ 0‘3

,
, 0‘33 Η‘Σ 0∗

, 53 3
,

则直接计算可得相应等距边界玖 为
, 。 Τ Η0Υ

。

0Υ 3
, 夕。0Θ3 ϑ≅ 任 04

,

7 3 ϑ
,

其中

Η
≅ 。0Θ3 二

ς
0‘3 士 Ω 一 犷0Θ3 >

夕。0‘3 “ 夕0‘3 土 逮 一 ≅ ‘0‘3 >

, 。
便是机械加工上常称的等距曲线

6

易证等距运算具有保切向
、

保直线
、

圆弧段
、

保凸凹性不变

的良好几何性质
6

然而
,

正如 .Ξ 55Σ
Ρ
在文〔Ψ〕中所证

,

非直线段参数样条的等距曲线必不再是参

数样条
6

因此
,

等距曲线在现有体素造形系统的精确表示
,

只有往表达范围更广的参数有理 曲

线类寻求
·

这里
,

我们先给出有用的引理 7
6

9
,

�
6

引理 7 若办亩
,

是
Ζ

‘的有理函数
,

其中欲。
,

是 ≅ 的非负多项式
,

则办9万
,

必是 Θ 的非负

多项式
6

证明 由假设
,

日‘的两互素多项式 可 ∗
6

抓 ∗ 使 了蔽万二叭 向0 
,

所以 砍‘3 Φ 0Κ 0‘3八

0‘33
, ,

五0小 广0‘3二 , 含0Θ3
·

只有当 。二 Σ 4 ; ΑΘ ,

才不致发生与 ,
、

, 互素的矛盾
,

即办又万二 , 0‘3 > 。是

一非负多项式
,

证毕
6

引理 9 若参数有理曲线 于Φ Η0矛0‘3 >欣 
,

蚕0‘3> 五0‘335 ‘任科是一单位圆弧段
,

则〕‘的某一

有理函数
。Φ Α 0‘3

,

使 于0‘3 Φ 00尹0‘3一 5护0‘3 Γ 7 ,

9≅ 0‘3 > Α9 0≅ 3 Γ 7 3卜〔+3
6

证明 由假设
,

于是一单位圆弧段
6

而单位圆段可由另一参数有理线于Φ Η0护一 5> 尹 Γ 7
,

9[ >砂Γ 7”来表示
6

这样
,

【沁3 > 压0‘3 Φ 砂 一 5 > 。9 Γ 7
6

所以

·

毛武‘3> 压0’3 Φ 9[ >护 Γ 7
6

0汤0‘3 Γ 五0‘33 > 无0‘3 Φ 9 Ψ ≅ > 。Θ Γ 7 ,

奋0‘3>石0‘3 > 石0‘3 Φ 9 Ψ > 尹 Γ 7
6

07 3

09 3

将0Υ 3> 09 3
,

可得
≅ < 二 , 0≅ 3二 0矛0≅ 3Γ 石0≅ 3 >奋0‘3

6

由此
, Α 0Θ3便是所求的参数有理函数

6

证毕

引理 � 若 ‘的两多项式 了
, ∴ 互素

,

则 尸一护
, 9介 均有 尸一广互素

6

证明 先证 尹一尹与 尸Γ 护互素
6

不然
,

〕 ‘的非常数不可约多项式 ‘0Θ 3
,

使

引尹一 叮≅ ,

引尹 Γ 护
,
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所以 ‘Λ0尹一 广3 Γ 0尹 Γ 护3 ΦΦ 护
,

引 0尹 Γ 护3 一 护 一 护3 二 9护
·

因为‘不可约
,

所以 ‘ϑ了
,

引好
6

但这与 了
、

夕互素柑矛盾
,

故尹一护
,

尹Γ 护互索
6

类似的
,

我们也可证 ]⊥∴ 与尹Γ 护互素
6

证毕
6

定理 5 若参数有理曲线
Ρ 一 《0, 0‘3八0‘3

, , 0‘3> 五0‘33 Λ‘〔+ ϑ的等距曲线
, 6

也是参数有理曲

线
,

则� 。的两互素多项式了
, , 及非负多项式 众Θ3

,

使
≅

Η _ , > ‘⎯
, ‘
Φ 0产 一 ∴ , 3蕊0‘3 > 护

,

5 _ , > 。〕
‘

一 ]⊥∴ 补。
,

6

证明 简单计算
,

我们可把等距曲线表
, 。
如

≅

0� 3

0Ζ 3

如勒
6尹6α瓜
Ρ卜峭6ΘΡ5破
‘6

Θ

其中

Φ 可西士 ‘石> 了飞
6 ,

Φ 好β 士 而> 了+
,

Φ 一 α’几 Γ χ, α,

Τ 尹, β 一 尸 ,
,

Τ 补Γ 护
6

由假设
, , 6
为 ≅ 的有理曲线

,

因此
,

由引理 7 ,

丫飞
Τ

必为 ≅ 的一非负多项式石
6

即

ϑ
“ 一价 士

歼
,

气如 Φ 叮> 几士 向 > 九

易证
,

参数有理曲线 井一 Η0矛0‘3 >荞0‘3
,

子0∗ 序0∗ 卜〔 +ϑ是单位圆弧段
,

由引理 9, 刁 ‘的某有理函

数
≅ Φ 。0Θ3

,

使

0孙石Τ 护 一 7脚 Γ 7
,

5, > 无Φ 9 二> 沪 Γ 7
,

对于有理函数
≅ 0 可选择两互素多项式 δ

、

夕使
。Τ δ介

,

这样

所以

由引理 �
,

厂一扩
、

9介均与 尸Γ 扩

吞
6 <
即

δ矛压一 0尹 一 , , 3> 0尹 Γ 叮≅ 3
,

0宁> β Φ ]⊥∴ > 0尸 Γ 叮,
3

,

Λ5
一 ‘户厂 ‘3“0, Γ , 3

,

5α 一 ]δ∴ β> 0尸 Γ 扩3
6

互素
6

故欲上述方程组成立
,

荞> 0尹Γ 护3应是 的非负多项式

〔, > 几⎯
‘
Φ 0尹一 夕, 3几

’

>β9
,

〔好习
‘
Φ 9介β

·

>叭

这正与命题原意相符
,

证毕
6

上述定理 5 的结论是针对原曲线
Λ
为有理曲线而言

,

若把原曲线限制在参数多项式时
,

则

β三=4;
“ ,

不妨设 β三 7
,

则定理 5 的 0�3 和 0Ζ 3
,

变为

Τ 0产 一 口9 3荞
,

Φ 9加
·

朴肠
66 �于Ρ666几

由此
,

得到定理 7 推论
≅

推论若参数多项式曲线
≅ 二 Η0, 0‘3

, α 0‘33+ ‘Σ 5ϑ 的等连曲线可参数有理化
,

则〕Θ 的两互素
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多项式了
、

∴ 及非负多项式 石
,

使

Λ户
一 ‘尹厂卢%

Θ叮
,
Τ 9力帅

6

9 等距曲线不可参数有理化的两类重要自由曲线

本节将利用上节的定理 5 及其推论来证明在 = ∃ Ε >= ∃? 极为常用的参数二次有理曲线和

参数四次多项式曲线在一般情况下其等距曲线不可参数有理化
6

首先
,

我们将给出有用的引理
6

Ζ
、

引理 Ψ
、

引理 ε
≅

引理 Ζ φ [ς 0媲0尸一扩3
,

Ω Σ Α 09介 33二 ]φ [ς 0ΩΣ∴ 0δ3
,

匈0, 33
6

证明 因 0尹一护3
6 Γ 09为 3’Φ 0产Γ 夕, 3, ,

所以 Ω铭00尸一 , 9 3
9
Γ 0]⊥∴ 3 9 3Φ ]Ω

Σ ∴ 0尸Γ , ,
3

, ]φ [ ς

0Ω铭 0尸一护
, Ω Σ Α09匆 33Φ ]φ [ς 0Ω雌0尸3

,

Ω铭伪9 3
,

故 φ [ ς 0Ω明0尸一广3
,

Ω铭 0]δ∴ 一 ]φ [ ς 0ΩΣ ∴ 0δ 3
,

介∴

0夕3 36 证毕
6

引理 Ψ 若 ,
、

穿互素且为线性多项式
,

则 0厂
,

9为
,

尹ϑ恰构成 广的一组基 0尹是全体实数域

上的二次多项式线性空间 3
6

证明 由假设汀
、

叮均是线性多项式
,

则 尹
,

9匆
,

广均是 ‘的二次多项式
6

下面
,

欲证丈尸
,

9介
, , , ϑ恰构成 户9 的一组基

6

若不然
,

� 一组非零常数 =∗ , Σ ≅ , 兔 ,

使
≅ Σ

沪 Γ ]Σ
≅

⊥∴ Γ Σ四
9

三 ∗
,

所以
Σ 。

0⊥> , 户Γ 9=
≅
0⊥> 刃Γ 兔二 ∗

6

因此
,

要么 +> 夕二 , , ,

要么 ⊥> α二勿
,

其中
, ≅ , 介 是二次方程 伪沪 Γ 9=

≅ , Γ

=Θ Φ  的两个根
6

不管 了> ∴二凡 还是 ⊥> 夕二介
,

均与了
, ∴ 互素相矛盾

,

故 Η尹
, 9为

,

护ϑ恰构成 广的一

组基证毕
6

引理 ε 若石0
≅ 3Φ 肠Ψ 9

Γ ]β
≅ Α Γ 五≅

,

则欲使

、6产、6产亡口舟七96、、厂

Η
0‘0·3

仁
0‘ 一 7 3 >‘0·3“30

一
。

,

0‘0·3

+<
9·。0办, , 0, , 荟 。

,

当仅仅当 β≅ Τ 凡笋 
, 几≅ Φ ∗6

证明 对式 0Ψ3
、

0ε 3直接计算可得

所以
而6 ‘ ∗

,

气Φ 由66

定理 9

Ρ�万叹[ 30护 一 +林0。3 Γ �石
‘

0Α 3〔]Αβ 0
≅ 3 一 夕一冲 0。3〕

Λ Γ 9石一 , 0。3 一 Ζ研0[冲
‘

0[ 3 Γ 9 0尹 一 7 3护0[冲0Α 3 二 ∗
,

7�
·

孤6 0[ 3滋0。3 Γ ε几
‘
0。3而0[3 “ ε丽

, 0。3 一 Ζ无
‘
0Α 3五0< 3 一 9威叹Α 3

Θ Γ Ζ宙
, 06 3 三  

,

证毕
6

非同弧直线段的参数二次有理曲线的等距曲线必不可参数有理化
·

证明 采用反证法
≅

否则
,

由定理 7
,

〕 ≅ 的两互素多项式 δ
、

, 及非负项式 盖
,

使曲线
, 二 考0,

0‘3 > β0‘3
, 夕。3 > 几0‘3 3 ϑ‘〔+ϑ

6

满足
≅

5_ , 0‘3 > 五0‘3⎯
, 6
Φ 0尹0‘3 一 护0￡33苏0‘3 > 无

舍0‘3
,

〔, 0≅ 3 > β0。3〕
‘≅
Φ ]δ0‘3, 0‘3羌0≅ 3 > ‘, 0Θ3

,
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二 犷‘一 州 二 0产 一 护3石
6

Τ 办 一 帕
,
二 9+’7

6

Ι6α
6�6了、6气

所以

因为 ,
、

α
、

β 都是 ‘的二次多项式
,

易证 矛
,

于也都是 ≅ 的二次多项式
,

所以

Η
Ω Σ∴ ‘9介’Γ “‘补宁

,

0Ω Σ Α 0尸 一 口9 3 Γ Ω铭仆3 0 9 ,

故φ [ ς 0Ω铭 09勿 3
, Ω ΣΑ 0尹一 ,

,
3 3Γ 介∴住30 9

6

由引理 峨知
≅
]φ [ς 0Ω绍 0δ3

,

ΩΣ∴ 份33Γ 峋临3毛 9
6

从上述可知
≅

要么
≅ φ [ς 0Ω铭0δ 3

, Ω Σ ∴ 0, 3 3Φ ∗
,

要么 +;[γ
0ΩΣ ∴ 0δ3

, Ω铭 0, 33 Φ 5
·

0Ξ3当 φ [ς 0Ω铭 0δ3
, Ω 4 Α 0, 33 Φ ∗ 时

,

则此时匈“3二 9
,

所以 δ二 Σ 4 ;以 , ∴二 Σ4; 汀
,

当然
,

刁常数

= , ,
勺 使尹一砂二

= ≅ ,

9匆二
= ≅ ,

这样
≅

原曲线的斜率

即原曲线
δ
是斜率为常数

= ≅ >=
≅

的直线段
。

李Φ 。>幻
, ‘

> 〔, > 幻
Λ
Φ 。 ≅ ·

盖> 。>
= ‘ ·

‘> ‘二。 >
。≅ ,

侣芯

0ΞΞ 3当 φ [ς 0Ω Σ∴ 仃3
, Ω铭 0妇3二 7 时

,

此时 ΩΣη0 补 Φ 。
,

所以日常数
= 。 ,

使 了
、

, 互素
,

且是线性多

项式
,

由引理 Ψ
,

0厂
,

9δ∴
,

, , ϑ恰构成 Κ , 的一组基
6

因此
,

, ,
、

,
、

几
,

〕 素数 , ‘
、

< 5’
、

‘
,

, ∗’
、
。5’

,
, 厂

·

枯
、

无≅
、

吞犷
,

使

Λ
, “, 一 ‘月Γ “, 厂介 Γ ‘衬

,

Ξ
’0‘’一 ’‘

叮
Γ 9 ,

’

介 Γ ‘价
5五0止3 Φ β6’尹 十 9χ _ ⊥∴ Γ 益奋犷

,

令
≅
Τ 了> ∴

,

δΚ
6

0Α 3 Φ Ι6’沪 Γ 9对 Α Γ 对
6

二 夕∗’砂 Γ 9宁7’子 Γ 夕9’
6

Τ 材 召9

Γ 9 β5’‘ Γ 吞犷
,

‘‘产
、、声

盆−
了‘
6碑6、

≅
α
%“

6+�、,

Λ
%

则 Κ 0Θ3 Τ 夕, 0‘3尹
’

0< 3
,

, 0‘3二夕9 0‘3,
’

0[ 3
,

β0‘3Φ 护0一3几
‘

0< 3
,

所以

Η
〔, 0‘3> 、0‘3〕

, ‘

一 〔,
·

0·3> 。
·

0
·
3〕

, , ·

会一
〔, 0‘3> Π 0‘3〕

, ‘

一 〔,
·

0·3 > 。
·

0·3〕
,

二
金
一 。

‘万 一 7 7
6

一
6

Νβ
6

0Α 3 夕9 ’

9 ‘ 7

β
’

0≅ 3 夕9
’

一工生丢里工
6

因 δ
,

, 是线性多项式
,

则易证 尹, 一 ,
,

传
= ‘, 。

,

所以

,
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