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摘要 本文给出处理非零边值的重调和方程的一种非协调有限元法
,

证明其为收效且精度
、

条件数

皆与协调元相同 , 应用于具体构造一个十自由度的三角形单元
,

并给出误差估计
4

关键词 重调和方程
4

有限元
,

收效
,

精度

8 己9吉: 4 声 4 ‘ 

用有限元求解高阶椭圆型方程
、

至今仍未很好解决
,

其困难在于协调元所需的插值多项式

的次数太高
,

计算量及存储量均不合算
,

因此迫使人们采用非协调方法
4

在处理非零边值的重

调和方程间题
,

杂交法受到限制 /由于能盈表达式没能含有位移函数的所有二阶导数平方的积

分 2 ; 罚函数法
‘, ,
虽能保证其收致

,

但梢度差/误差阶只及协调元的一半 2
,

其代数方程组的条件

也不好
4

本文结 合杂交法及罚函数法的优点
4

与文〔幻不同
,

在每一单元内采用三套变量
,

两套位移

变量
,

一套应 力变量
,

利用杂交法及罚函数法把三者联系起来
4

在最一般的形式下 /对单元形状

的限制与协调元一样
,

不需满足任何的协调性 条件2
,

证明其误差阶及条件数均与协调元相同
,

也就是说是最优的
。

最后应用此方法具体构造一种十自由度的任意三角形单元 /每个顶点给三

个自由度—
函数值及其一阶偏导数

,

单元的重心给一个函数值 2
,

并给出能量模及 ( ’

模估

计
4

这种单元也容易推广到三角形壳体单元上
,

且具有同样的精度
4

� 变分公式

考虑

4

本文 �5< , 一!
一

6= 收到
4
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> ? 。 二 ≅
,

凡
,

在 口上
,

在厂上
,

在 Α 上
,

/� 2

、玉 Β而 Χ 尸‘,

其中了为定义在 Δ 上的外力
,

Ε 4 、 Ε ?

均为给定的边界位移值
4

并假定 口为凸的多角域
, Α 为 Δ

的边界
4

假定剖分为一致正则的
,

且其步长不超过 几,
用 众 表示任一单元

4 , 和 。
是定义在所有单

元 众 上的函数
,
“一 /人

4

与2
,

是定义在所有单元 众 上的二维列向量函数
4

现先定义两个 凡9ΦΓ ΑΗ

空间 厅 ?

和 万 ?

及其它们的范数
4

介
?
Χ Ι ? ϑ 召? 4

其中
,

“ Χ 哎,
中婿 刀

,
/口2

,

且 二 Γ 万 ? /岛 2
,

丫众Κ
,

Ι ?

且

、4产介‘

,了4、

二 ; Λ Μ入Γ 刀 ‘
/。2

, ‘
一 � , 6 Κ

4

万
‘
Χ 丈/。

,

Λ 2 9/
。 ,

人2 Γ 牙
? , 。 �, 二弄Κ

,

二 8 Κ
,

万 ? 二 Ν。 Κ
Ο 〔万

‘
/众 2

,

+ 只

 任  ∗! &Δ 2冬
,

其模定义如下
?

99/
。 ,

幻 肠
?

二 艺 Ν、
,

、2易 Π /妞 一 凡4,’、 一 振, 2)4

, ‘ Κ众 Μ
一 ‘
/。

? , 一 礼
, 。? , 一 凡2众于

,

ΜΟ Η二
?
二 习 Ν/。

,
。2众 Π 、 一’

9众 Κ/
, ? , ,

。, 2众 Κ
4

式中
4

Θ’ 可以取定任一正常数
,

Μ众 Κ为 乌 的面积
4

令

 脚 /
、

Ρ 4

凡
,
住2 : 冬〔喜又

‘

Σ“

、

:
4 , 4 、

: �
, 、 Τ 、 、

邹 , 认 十 、口 ,

翅少城 一 万‘口 , 尽 , 从,

一 /。
,

么“ 一 凡
4

,
2众 一 /叭。价 ,

一凡2众

�
Τ Τ ‘

Τ 4 Τ
4

下 牛厂人 Κ从 9一
‘

吸Ρ 一, 一 礼
, “ ? , 一 匆2又 一 /≅

, ? 2几
,

 /?‘
。

人
。 叮 2

在 厅 ? Υ ( ? ,

( ? 又 �� ?
、

( ? 又 ( ?

Ο /“
4

凡; ? , , 月2 一

: 二 Λ /?
,
Λ

4
。 2

,

上定义双线性泛函
4

ς
Τ �

Τ

Τ 4 Τ , Τ ? 4 ‘ ; Τ 、

乙 〔言/‘
“时又 十 Θ’9 引

一‘

帆 一 如如 一 动又〕
,

Φ /Ρ
4

六
, Ω 2 二 云。

告
、∀

,
; Ρ 2二 一 /Ο

,

、 一 ; ,
,
 
2二 一 /。

9> , 、> 一 、, 、〕
,

。又Ρ
4

护2 Χ 又 告/。
,

, 、二
,

一
乙

那么
 ‘。

4

Λ
4 。 2 Χ 喜

艺

9
Ο 吸4 挤 ; Ρ

必2 十 Φ & Ρ

拼
,
『少一 吮井 Ξ 气叮一『少一 气 声少口

,

‘

其允许集 ΨΛ
,

一 Ν‘
。 ,

Λ
, 。 2 Ν/。

,

Λ 2任万
? 4 。任万

? ,

且 。 Ζ
,

二尸4 , 几Κ
,

二产? Κ
,

其中户
?
由

?
上的切向导数

护 Β胭 及法向导数 Ε &

决定
·

求泛函 /62 在 (
,

上的稳定点问题等价于求解以下变分方程组

/“
4

人; 。 ,
9’2 十 吞/口

,
产

, 泞 2 二 /≅
, 。2。

,

Γ /Ο
4
甲2 一 乙/“

4

凡, 钾2 “ 8 ,

/� 2

∗+ /
。

4

户2 Γ ( , ,

+ 尹 任 ( ?
4

引理 工 设
。 ’

/�2 的解
,

在每一单元 5
4

上令 护 二 [
。 ’ , , ‘

二加
’ 4

那么/Α
,

犷
,

丫 2一定是
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泛函式 /6 2在 (
,

上的稳定点
,

即伽
· ,

扩
, 。 ‘

2一定满足变分方程组 /�2
, ·

证明 丫 /。
,

刃 1 万? ,

+ 伊Γ ( ? ,

在每个单元 乌上两次利用格林公式
,

有

/加
‘ ,
产,

4

,

2。 一 /加乙
,

阳 一 巧》。

一 /;
Μ
二

, ·2。 Π

 
? 。、

·

、·

, 一

 
Τ , ·。城 ,“

·

再利用边界条件二卜二!
,

川
, 二 8, 可得

习
Τ ‘

·

]Ζ ,

声 一

上
”

·

、 ?

户 一 ”
,

琴 
一“。。户 一

孙
Μ “·户 一 。

,

即可证得引理 �
4

为了得到有限元解
,

取通近空间决Ξ 冲
‘,

摊1 ( ? ,

且 歇
,

姚 均为有限维空间
4

令

斑 : Ν/沪
,

2’4 2 ∗/沪
,

护2 Γ 考全
,

矿 Μ
,
Χ 8

,

;44 ,
,
Χ Ω Κ

必 : Ν /沪
,

护
,

尹 2 Κ/犷
,

护2 好 决
,

且 沪 Κ
?
二 几

,

矛 Κ
,
Χ 户

? ; 砂 Γ 姚 Κ
,

那么以下引理 自然成立
4

引理 6 若 /。
4 么,

的和 /犷
,

刀
4

Α 2分别为泛函式 /6 2在 ∗∗, 和 歼 上的稳定点
,

则它们均满足 瞬

上的变分方程组
4

6 误差估计与条件数

引理 � 双线性泛函
Ο 4

Φ
, 。

有以下 /92
,

俘2两个性质
4

“ 知和
。

分别在 爵和 战 上满足椭何型条件
,

即存在王常数 丙 和 处 使得
。 /Ρ

,

久; 。 ,

242 2 Η,9

ΝΚ /
。 ,
几2 Κ9篇

?

+ /。
,

久2份舜
, Ξ /, , 。2》

。 ?牛,
∗丢

? ,

+ “份璐
,

‘
,

/6 2
。

4

。
, 。

分别在 ( 、ϑ ( ? ,

月 ? ϑ ( , ,

��
?

一

ϑ ( ?

上满足有界性 条件
,

即存在正常数 声
? ,

岁
? ,

声
?

使

得

Ν

Ο /
。 ,

久; 。 ,
拜2 / 几 ΚΜ /

。 ,

久2 ΜΝ
。 , ·

ΜΚ /
。 ,
产2 9Ν

Ο ?

+ /
Ρ ,
只2

,

/
。, ,
产2 任 ( ? ,

Φ /。
,

久
, Ο 2 镇 刀

6

ΚΚ /。
, 久2 ΜΚ

, ? ·

Ν。 Κ
。? ·

+ /材
4

孟2 任 ( ? ,

+ Ο 任 ( ? ,

Ξ /Ω
,

甲2 成 夕
,

>。 Ν
。 , ·

Κ侧 9
Ο ? ,

+ 8 4

伊 〔 ( 6
∴

9Α⊥∗
4

Μ9嘴_Γ‘

证明 先验证性质 /�2
4

丫
‘

/
。 、

劝 任矶
, Ο Γ 砚

,

有以下两个逆估计不等式

/加 一 凡
4

, ,

加 一 礼
4

, 2。 簇 ⎯ 9习
4

卜‘/气
 

一 礼
,

叭 , 一 礼2二

/Ο ? , , Ο ? ,

2Λ 簇 亡? �众 9
一 ‘

/8
4 8 2。

4

/∴ 2

/= 2

其中 Ξ , ,

1 ? 均为与 只 无关的常数
4

取 口。二 。Οϑ 〔6
,

/⊥ 十 Ξ ?
2
‘%α 〕

,

利用不等式 /∴ 2和 /= 2
,

即证得性质/� 2
4

多次利用 ΞΟ ΡΞ βχ
一

女β_Ο 二 不等式
4

可得

Ο 」一、一、一

音
/, 十‘一Ξ ?

2
,
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Ο /。
,

Λ ; 。 , , 2 《习〔/‘
,

‘2鱿
, ·

/‘
,

‘。2矛

Π ⊥ Κ众卜
‘
/。

? , 一 几, , ? ?  一 凡2犷
·

/。
? ,
一 内

,
仇  

一 巧 2拭
6

〕

落习〔/、
,

、2、 Π 引川
一‘/, > 一 、 ΗβΟ 一 助

、〕
‘八

·

〔/加
、

加2久 Π ⊥ 9又 9
一 ’
/“

, ,
一 礼

, 。 ; , 一 人2气〕”
,

簇 9Ν /
? ,

凡2 ΚΗ
, , ·

9Κ /
。 , 拼2 肚

。 ,
·

同理可推得 Φ /。
,

久
, Ο 2毛 ≅Μ

“ ,

久2 ΚΚ
。 , ·

Κ
‘ Ν

, ? ,

1 /Ο
, 尹2《 Κ

‘
Κ
Ι , ·

9, Ν
一?

两个不等式
·

引理 � 证毕
4

由引理 �
,

可得到下述定理 /证明见文〔δ 中的定理 = 2
4

定理 � 泛函  /Ρ
,

又
,

Ο2 在 研 上有唯一的稳定点 /犷
,

;44
,

砂2
,

且对任意 /云
,

叉
,

于2任研
,

成立

ΜΚ /犷 一 。 , 分 一 久2 ΚΝ
, 4
Π ∗砂 一 Ο 9

, ,

蕊Ξ Ν ΚΖ/云一 “ ,

天一 几 ��
, ?

Π 9于一
。 Κ

, ?

乡
,

其中 Ξ 为常数
,

/。
,

久
,

Ω2 为真解
4

定理 6 设真解
。
任尸

4

/Δ 2
,

在每一单元 乌 上
,

云和 叉分别采用 ε ?

阶和 。6 阶插值多项式
,

而

于采用 孟? 阶插值多项式
,

则有能量模估计

月/
。‘
一

。 ,

护 一 久2 ΝΜ
, ,

Π Κ护 一 “ Μ
。?

/ 口 澎 9Κ
·

��
, 。

4

。 ,

其中 Ξ9 为常数
4

�Χ φ Ζς /肠一 6
,

ε ,
一 �

,

ε ? ,

ε ,
十 ”

4

证明 据有限元空间的插值理论
,

以下三个不等式成立

/>
一

加
,

应 一 加 2气 簇 9云一
。

∗盖
4

只 簇 Γ ,

�众卜 ��
?

ΚΜ礼
4

凡
,

/γ 2

/Ζ4
,
一 凡

,

又, 一 凡2。 簇 6 /凡一 “? ,

叉, 一 ‘的凡 Π 6 /爪
 
一 如

,
‘、 一 加 2

。 4

/ 引只卜 卜 以
4

甲
一

/7 2

/于一 。 ,

于一 Ο2 气 《 Ξ ? Κ引 ,,∗Η
。

以
,

气
。 ’

⋯
/< 2

其中
, Γ ? , 。? , 。,

均为常数
, Ο ?
一 φ Ζς 任。一 6 冲

‘
一 � 2

, 。 ? 二 φ Ζς 佳。一 � > ‘, 正? Π � 2
, Ο ?

Χ φ 如 /ε
。一 6

,
ε ,
Π

9

�2
4

再利用有限元空间的逆 估计不等式 /∴ 2
,

易得

Κ9云一 。 ,

天一 久 ΜΗ
, ‘

Π Μ子一
⎯ Κ

。?

成Ξε, ∀
,
ς
‘。

4
。 ,

其
‘场 。

为常数
,
‘一 φ Ζς /ε8 一 6

,

ε ?
一 �

,

正? , ε ; Π �2
4

再由定理 9
,

即证明了定理 64

据文〔�〕中的定理 γ 及本文定理 6
,

立即 得到以下 之,
模估计定理

4

定理 � 设真解
。
任∗∗4

。
/Δ 2

,

在每一单元 众 上
,

云>
,

于分别采用 正,

阶
、

ε ?
阶

、
ε ,

阶插值多项

式
,

那么 ΜΜ 矿一
“

>9Ω
4

。

簇Ξ8 户 ”· ΚΜ二
。 ,

其中 Ξ4 为常数
,

￡的定义与上面相同
·

为了估计条件数
4

假定 护一 Ε‘二 8/ 条件数的估计与给定的边值无关2
4

定理 ∴ 假定在每一单元 只上
,

弓取做 屹的插值函数
,

那么对任意 /犷
,

扩2任片
,

ΞΩ ς3 / ,ς
Οϑ  

44 〔咬

/矿
,

护
,

护 2 2毛
Γ‘一 ‘

4

证明 利用有限元空间的逆估计
,

易得

ΚΚ‘
,

护2 ΚΜ
, ,

镇 Γ β一 ‘

名“
,

沪2、
4

/5 2

另一方面
,

要证明
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习 /‘
,

内、 / 引 Μ扩
,

%’2 ∗∗Ζ
?

4

� 5 5 6

/� 8 2

其中
。 ,

3 均为常数
4

考虑

Ν
么盆。 一 矿 ,

Ω, 一 !
,

彻 Β而 : !
,

在 5 上
,

在 Α 上
,

在 Α 上
4

/� � 2

为式 /� �2 的解
,

在每一单元 众 上
,

令 厂 : 守 Ω,
‘ , 。 ’

: 乙扩
4

则 /扩
,

扩
, Ο ’

2满足方程组

Ο /。
4 ,

久
4 ; 。 ,

产2 Π Φ /
。 , 群 , 叮 ’

2

Ξ/ Ω 4 ,

甲2 一 Φ /赵
4 ,

久
, ,

钾2 二 !

: /沪
, ”2

。 ,

”
Χ 犷

, 。
Χ 24’

,

则

/犷
,

沪 2
。
: Ο/ 。

’ ,

扩 ; 矿
,

;4’2 Π Φ/ 矿
,

;4’ , Ο 4

2

�取设特

成 ≅Μ /。
‘ ,

久
’

2 ∗Κ
, , ·

∗Κ /沪
,

矛2 ΜΚ
, ,

Π 6 �Ν/沪
,
护2 ��气

镇 6 �Κ /矿
,

刀2 ��
, , ·

Ν Κ9/“
’ , 久

’

2 ΚΚ
一 ,

Π ∗“
’

Μ
Ο ?

Κ
·

假定 Δ 为凸的多角域
,

据微分方程中的理论知 Ω,
‘

Γ ∗,’ /。2
,

且 Κ�。
’

ΚΝ

得式 /�8 2成立
·

综合式 /5 2与 /� 8 2
,

即有
Γ Ω ς 3 / ��矿

,

矛2 Μ∗落
?
Χ Ω /β一 ‘2

,

再据文〔9〕中的定理 7
,

可证得定理 ∴
4

·

Κ。
4

Μ
。?

,
4
。

/
。 ��矿 ��

。
4
。 ,

可推

� 一个特殊单元

在每个 乌 上
,

位移函数
。
/ϑ

, , 二 ? 2取为十个 白由度的完全三次插值多项式
4

。/ϑ ? , 二 ? 2 一
Ο 。

Π Φ 9ϑ ?
十 Φ ? ϑ ?

Π Γ ?二

于Π
Γ ?

对 Π ηΓ ? ? 二, ϑ ?

Π 3 , ϑ

于Π 3 ? ? 全Π 3 ? η ϑ

了
二?

Π 3 η ? ? , Ψ

圣
4

单元 口
,

的每个顶点给三个自由度 /
。

4

加Β 47ϑ
, 4

而 Β 击
?
2

4

且在 众 的重心上
4

给一个自由度 /。2
4

在侮个单元 认 上
4

取 人为三自由度的线性插值函数
,

三角形 的每个顶点给一个 自由度

/山 Β祝
,

>一 �
4

6 2 ; 而应 力函数
口
在每单元 认 上取为常数

4

若/
? ,

久
,

Ο2 的插值函数空间按以上办

法构造
,

那么会得到这样的事实
?

这里的 礼不是独立变量
,

因此泛函  /?
,

义
、

Ο2 实质上可看作是

有两个变量 /。
4

的
4

相应取真解空间 斤
? ? 。
任 ( ,

/Δ 2
,

在每一 众 上
,

取 凡: 加Β粼 /, 一 9
,

6 2 ; 泞
?

与

往前定义的 ( ?

一样
,

那么 必贫斤
? ,

姚仁斤
?

4

在有限元空间研 中
,

弋是有在顶点上与 守 。,
相等

4

令 泞
?
Χ 必� 斤

� ,

其中
“

 
”

表示直接和
!

应该注意到
,

矶 和 玲
�

都是往前定义的 ∀ �

的子空间
,

故 泞
�
仁∀

, ,

并可得到类似 于往前的

结论
�

真解 #
。 ,

久
,

∃% 仍一样满足泛函 & # 。
,

久
,

∃% 在 必 上的变分方程 ∋ 。 , 。
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