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’
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滴要 本文讨论了非负 !以刀切 矩阵
’

万和 < =∃ 矩阵 ∋5 , 1:1 。《
,
> 73

,

证明了它们同时敛散
,

揭示

了 ? 1且〕和 可∋ 5≅ 3之间的关系
,

并给出了佑计谱半径可公 553 的上下界的两组不等式
。

关键词 收敬
,

发散
,

谱半径

∀ 引言

!Α Β=Χ Δ
,

Ε Α9 “
一

灰记Φ+
,

�Γ ∃ 和 & ∀ ∃ 都是求解线性代数方程组
Η 二一 Ι 二ϑ Β 的迭代法

5

关于这

些迭代法的比较定理
,

最早是 由 � ΚΦ Δ/ 和 ∃ 以犯 /比;Λ 给出的
,

他们在 �6 Μ Ν 年分别得到
Η !Α2∀ ΧΔ迭

代矩阵 Ι 3 ∀的谱半径 川Ι 3与 Ε Α

9��
一

.Φ Δ4 Φ: 迭代矩阵 ∋ Η

的谱半径 风肠3之间的关系
,

称之为

.ΚΦ 泊
一

∃二
/ ΧΦ ;Λ 定理

‘, ,
·

�6 Ν。年
,

王新民给出 !ΑΒ= ‘ 迭代矩阵 Ι 的谱半径 川 Ι 3与 � = ∃ 迭代矩

阵 ∋
。

1Γ > 。1 �3 的谱半径 风∋ 5

3之间的关系式
,

并将 �ΚΦΔ
/ Ο ∃ ∀. Φ / ΧΦ ;Λ 定理作为它的特例仍

5

�匀Ν  

年
,

阵培贤给出了 !Α Β= Χ Δ迭代矩阵 Ι 的谱半径 爪Ι 3与 人∀∃ 迭代矩阵‘ 5 1Γ 《
Π> 。《 �3 的谱半

径 可∋5 二之间的关系
,

进一步推广了这些比较定理二 本文讨论了扭伪饵迭代矩阵 月二乙一解
,

∋多 Γ
5
“》 = 的绝对值矩阵 万“ ∋ ϑ 9 与 & ∀ ∃ 矩阵瓜

,
。

1� 《。镇
, > 73

,

证明了它们同时软散
,

揭

示了 Θ1 石3与爪乙
5
。
3之间的关系

,

并给出了估计谱半径 川瓜
5 。
3的上下界的两组不等式

,

得到另

一类型的比较定理
,

当 。二 ,
时

,

又得到 石与 ∋5 1: 《。> 73 的相应比较定理
5

定理证明

定理 : 设 Ι Ο ∋ 一州乙3 =
, 。3 =

,

分别上下严格三角阵 3是一个 几伪悦 迭代矩阵
,

乙
5 。

1� 《
。簇

,

> 7 3
,

是相应的 & ∀ ∃ 迭代矩阵
,

则有关系式

对丛竺牛竺7 乙
一

、 口

Ρ Ρ

、 人55 一 5 ϑ �
5

宁 耳招甘5 二

一5

本文 �6 6Γ≅ Γ �
一

Γ 6 收到
5
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其中儿
5
。
Σ Θ1 石二 3

,

1: 成。1
, > 73

5

证明 二
5

。
Σ 11+一 , 乙3一

‘

〔1� 一 。3万ϑ 1。一 ; 3∋ 一峪〕“ 一 1+一 ; ∋ 3一
‘

〔1。一 � 3+ϑ 1, 一。3∋ ϑ

‘〕里一乙⋯ 此时
,

乙二是 一个非负矩阵
,

且有 入一川“
3一Θ1 乙

, 5

3
,

由于非负矩阵以 自己的

谱半径作为自己的一个特征值
,

且存在着相应的非负特征向蚤 二》。山
,

即有关系式 〔
, ,

一二礼
。

Τ
,

或者〔1。一 :3乙十 1, 一 =, 3∋ ϑ 叫〕
二 Σ 凡二 1+一 , 乙3二

,

由此可以推知

产凡⋯
, ϑ , 一 5

, Η

、 凡
:

一
‘十 “ :Υ Ο 一

、 公 ,

一 5 ϑ �

一
部

5

母

因 为〔丛形
生卫。司是 一 个 非 负矩 阵

,

所 以 有 关 系式 , 入55
。 尸ϑ ; 一 5

毋

∋ ϑ 。

3
3

凡Η≅
Π ϑ Π 一。

, 5 Ρ Ρ

—一
乙十肠

,

即 , ϑ 。一 :3 人
,

5

笋Γ
5

因为非负矩阵以自己的谱半Θ一一“
户勺

入
5 5

一。ϑ :

口

径为一个持征值
,

且存在非负的相应特征向量 夕3 Γ
5

即

了人 二
; ϑ Π 一 5 Ρ

5

、

ς

—
∋

5

Π
月

奴 :Ω 二 。甲
,

由此推知
,

〔1从
。 · , ϑ , 一 。3∋ ϑ 5 〕

Ω二卿
,

进而有以一 � 3+ ϑ 1’一动∋ ϑ ‘〕
, Ο 〔1, ϑ 。一 �3

卜入
5

夕功Ω
,

若 5 ϑ 。一 �Ξ 。
,

则有

Ω

、7 55

∋5尹
〔“。 一‘, � ϑ ‘, 一 。, ∋ ϑ 诫〕

, 一 ‘Α。 ϑ 。 一 � 3
〔

, ≅ 凡5≅

浏 ϑ 。 一 �

由于 “ 是 一个严格下三角阵
,

所以矩阵〔
‘ 凡二

浏ϑ 。一 �

, ·

“

〕”仁奇异
,

于是有关系式

〔
‘一 而诀汁

+

记 “一
〔
‘一

瑟渝
�

5
,

⋯
Η

〕
一 ‘〔1。 一 � 3Ψ ϑ 1

一
3Η ϑ ‘〕, 一 1Α 田 ϑ 。 一 � 3Ω

,

·

Η

〕
一’〔1。一 � , Ψ ϑ 1

一
3二十‘〕》。

,

可知 , 1“33 曲ϑ 。一 ‘3 、
,

一
,

1

姗
一

、
二3

·

由于阅 ϑ 。一

以
一所以

群执翻鱿铆抓
于是

、
“3

、
“二 3叭

这就证明了。ϑ 。一 �Σ 礼
。 ,

从而有
Ρ

+凡
, · Π ϑ 尹 一 5 ,

汽一一
石≅ 一了‘ 甲 “

凡 5≅ 一 。 ϑ �

口

若 、ϑ 。一 �二。时
,

有
Α 二。

, 。Σ :
,

人
5

Σ 。命题仍成立
5

推论 若 。二 , ,

则有

Θ1人乙 ϑ “ 3 Σ
凡 一 5 ϑ �

口

其电加“ 户1几 3
, :1 。> 7

,

∋
。

Σ 1+一此3一
‘

以 :一 。3+一‘〕二 一 1+一此3一
’

〔1。一 :3+ ϑ “‘〕
·

定理 7 在定理 : 的条件下
,

有
5 1Α3 凡

5

。

3 。一 : Ψ 1的若 入
5
。
Σ 。一 � , , 特 �。可百3Ο Γ, 石Σ ∋ ϑ

, 、

一
5

Ρ
Ρ Ρ

7 Γ
5 ‘

Ρ Ρ ,

Σ
、 Ρ 5 , Ρ 、

Ο
‘

7 5
Ρ ,

二
、

7
5 , 、

一
5

“ Ψ 1Β 3若 。一 �> 从
。

> 竺一 :
, ,

护 � Γ Γ> 风石3> : Ψ 14 3若 从
。
Σ 岑一 �

,

。冰后3Σ 粤一 : Ψ 1Φ3 若 ,5,
。

Π
一

,
一

护

! 75
。

⋯
,

,

5
、 5

几
5

Ο
, ‘ 5 、 ,

,
、 , 5 、

Ο
5 Ρ

7 5
> 节一

:
,

”‘一
“ϑ �成“可功

,

人一
‘ϑ ’妻 1人

·

尸
; ϑ , 一“3风石3 Ψ 1Π3若 人

·

Ξ 节一 ‘”‘一
“

ϑ � 33 呷1石3
,

凡
5

,

一。 ϑ �1 1凡
5 。 · ; ϑ , 一 。3户1万3

5

证明 以下分别进行 1Α3 一 1Π3 的证明
5

1Α 3由定理 : 知
,

气
。
一。ϑ �3 3 ∀

,

由此推知 弋
5

3 。一 :5
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1。3在关系式
袱父子型

乙ϑ

叶
一

气黔
,

电叭一
Ψ

,

可得卜
, 11; 一‘,“

ϑ 5 3二1; 一 � 3
·

1Β 3由定理

了二 � 、Ο
,

二
二

,
、
Ο Ρ

‘
Ρ

一
、

州 ‘十二二下“ :户计一二,外” 3声幼 [
即叭尽! 5 ∀

5

、 ; 一
� ,

:知

丛匕州匕二气 十石
口

、:口井
矛5、

Θ

,

一一

、�5‘万扮�Μ矛
7 5

1Η 二 一 �3 Π ϑ 护 一吻
月5 5 目 口 5 , 5 5 ‘目5 ‘5 5 5

口
∋ ϑ “

!月
5

Π习钊上
�成

人
�
一 。  !

口

所以呷∀石#李人, 一。 !∃ 。一 !一 。 % & 勺
,

即 户∀石# ∃ ∋
�

又因〔凡
, 。 · (  ( 一幻加∃ 〔∀。 一 ! # 一

 , 一 。〕) 。 二
, 一 ! # ∋

,

且 〔凡
�

。

丛二

号竺
竺∗ ’,

午是有

二  

一
〕) 。∗ 。智

、 + # � (  , 一 � 〕加 , !
,

所 以 − ∗

生岩
土早一戒业

二

告竺
竺“  

叶
�

一

, 号竺别
.  
打丫粉几弓

》
业书产/ 户∀井#

,

所

卿
”, 簇又

撰摆
石∗ !

,

∀ , 笋 ! #
,

即

∀0 #在关系式中
,
凡

�

。
一。 !

�

.

∀
∋ ∗ 户∀万# ∗ !

�

丛
月

匕二上二竺1  。 ,

令 、
�

,

一

令
一 , ,

可得

,

/。
又— 一 % # 一 。  %

户∀万# 二
2

�

一 一一

一
& & &

3
叫 3

‘� �
为�

一
‘� � � � 叫, 叫 , 州户

,
,

山

/
, — 一 !

。

∀ 4 #因有
入

�

�
一 �  5

仍

,

∀
凡二

, ,  2 一

口
气 。

6∀ ,

,

/。
气—一 二少2 叶

� ( 一 白
& 7 ∀ 8 #

,

林 1

所以有 从
。

一 !《呷9 #
�

又因

人
�

,

一 �  % 凡

�

· 护  ( 一

制
“  也

凡
�
。 ‘ (  护 一

二。

%
� %

、 人+3
子  ( 一 。

,
二

、

沪

—
石厂一一一: 气∋ ,

故有 人一
。 !李 ∀气

。 · ,  , 一。 #风万#
�

∀ 2#因玉已二竺土呈一 ,

;丛‘二土竺卫
兀十 。

6为
∀。# ,

所以 、一
。十 %妻。, ∀万#

,

又

� 、 协 <
‘

、
������宜亨

=
入

� �

一 。  !

公

入+3
( 十 , 一 份

一 7
−#

入
� 。 � 护 十 ( 一 。

, 凡+3
(  2 一 。

,

二
、

、 一一一一石厂一一
一

环。八

所以 入
�
。
一。 !镇 ∀ 人

� 。 � , 十 ( 一。 #风石#
�



7分∴ 华 侨 大 学 学 报 �6 6 7

推论 当
, Σ 。 时

,

有 1Α
‘
3凡》5 一 � 5 1份 3若 凡Σ 。一 �碑护 := ? 1石3Σ Γ Ψ 1Φ‘ 3若 。一 � > 凡>

� Γ Γ> , 1, 3> Ψ Ψ 14
,
3若 、一 , 。 Ψ 1”卜宁

Ψ 1, 3若 、> , 5 、
一ϑ �、 , 1, 3且 、一ϑ , 3

人5
。

冰耳3 5 1尸 3若 人Ξ �。凡一 。ϑ �3 呷但3
,

且 礼一 =, ϑ �《凡。
·

风忍3
5

其中
,
匆Σ 风‘ 3

,

‘ Σ

1;一公乙3一� 〔1�一。3+一叫〕
,

�1 。> 7
5

定理  在定理 7 条件下
,

有
Η

1Η 3 , 1”3一 。, 、
5
5

一
:

,

1。
, · , , 3 Ψ 17 3, 1”3一

子
一 , 、

‘一智
一 ,

,

‘冷
, ·

“ , 5 ‘, , 若 。> , ‘”, > ,
,

“
。‘·

> 拜汤
,

。‘二 >
今
一 , Ψ “ , 若 。> ,

1”, > ,
,

端面
> 。‘

·> ,
,

冷 、
,
·

Ξ 一

曾
一 , Ψ ‘Ζ 3若 , ‘”3》 ,

,

, > 。、·> ,
,

冷、二Ξ
曾
一 ‘Ψ

1∴ 3若 。> , 1, 3> ,
,

, 《。《
, > 万冬东

,

。

丝牛煞黔鱼
簇、二1 1。一 � 3 ϑ , 1。3 Ψ 18 3

� Ο 0一 Θ 、月! : :
一

; :, 、月刀+

着 Γ > 户1开3> �
7

,

: ϑ 风万3
> 5 成 , > 7 ,

1或 ? 1石3》 �
,
�> 。《 , > 7 3

, ;

> ? 一 ‘1万3
,

。 1。一 � 3ϑ 即 1忍3

]
5

] 1。一 :3ϑ , 一。 3? 1百3
受赴洲峪

,
5 屯赶

5

≅ ≅
目

≅ Ψ ≅
≅ 一5 Η 飞两了一

叫Ο 一一 Ο 。

Δ 一 5Θ 气舀,

证明 下面分别进行 1�3 一18 3的证明
。

1:3 充分性
,

由定理 7 1Χ3 知
,

命题成立
,

必要性
,

今用反证法
,

如果 友
5

特。一 �
,

由定理 7 1Α 3

‘ Ρ 5 Ρ
。 5

5 一
, 、 5 5 5

一 Ρ
, , 5

5 一
、 5 、 ‘

一
Ρ

Ρ

7。
Ρ Ρ Ρ 5

一 Ρ
Ρ

, Ρ ‘

Ο
Ρ

5
Ρ

,

知
,

友
·

Ξ “一 :
,

现在分以下三种情况讨论
,

若人
·

Ξ 节一
:Ξ “一 :

,

由定理 “1Π 3知
,

人一
“十 ‘成

,
二

、

Ο
,

二
、 ‘

Ο
5 ‘ ,

二
。

一

“
Ο

Ρ
Ρ 7Γ

5 Ο Ο 一 Ο 一1‘
· , ϑ , 一“ 3, 1助

,

但 , 1石3一“
,

所以 人一
“ϑ , 镇 Γ

,
“一 ‘3 友

·

Ξ 节一
工,

”
, Ξ 7

,

矛盾
,

若

人一令
一 ,

,

由定理 7 14 , 知
,
, ‘”, ≅ 7

5

一
,

二
、 Ρ Ρ Ο Ο

,

Ο
‘

一 , Ρ Ρ 、

一
‘

下一 Χ 戈 ? ‘。 3 Σ #, 冷
, Σ 石才石‘囚 �气。、护吸 乙儿右 戈

·

>
鲁
一 , 即 。一 :> 、·>警

一 ‘
,

由定理

一 �
5

71 Β3 知
,

∀> 冰后3> +
,

这与 Θ1 石3 Σ ∀
,

矛盾
,

所以 凡
5 。

Ο 。

,
Ρ 、

一
, 5 , 二 ,

一一
Ρ , Ρ

一
‘

一 、
、Ρ 5 。

Ρ 二
二

一 一 一
Ρ

,

一
Ρ

7。
‘ 5

一 Ρ
Ρ

, Ρ 、

“ , 允分任
,

田述理 ⊥ ‘。 , 知
,

布题展又
·

必妥任
,

今用仅址沃
,

右 从
·

夕丁 一 �
,

田 足理 _ 吸;3

知
,

、
,

一
。ϑ �、 1、

5

⋯
ϑ

一
3, 1”3

,

但 风, 3一

手
一 ,

,

。、一
。ϑ , 、 1、

5

⋯
ϑ

一
3? 1”3≅

1、
5

⋯
ϑ 一

。 31

鲁
一 , 3一 7、二 ϑ 7一

曾
一 、

,

, 一 ϑ 。 ,

。、
,
5

1一 � 3、 7。一 , ϑ 7 一

智一。
7。ϑ

, 一

智一》
15 一 � 3、二Ξ 15 一 , 3 1

智
一 :3一 7。

一令
ϑ :

,

。 7。ϑ �一

曾一
Ξ 7。一

鲁一
ϑ �

,

矛

盾
,

若 、
, 5

>
鲁
一 :

,

由定理 7 1Φ 3知
,

、

一
ϑ , 3 1、

,

⋯
ϑ

一
3Ψ 1”3

,

又 Ψ 1”3一

鲁
一 ‘冷、一

。ϑ :》 1凡5≅

、 ,

7
5 、 Ρ , 5

Ρ
7。

5 ;十护一。八下一月 于 乙人
,
·

十乙一丁一 人‘
· ; 一 ; ϑ 。 ,

冷凡
5
。
1Π 一 � 33 7。ϑ � 一

7。

— 一 Π ,

Π

,

二 7。 ,
, ‘ 、 5 , , 5 、 ,

7 5

冷乙。十 � 一下一 , 、 ∋, 一 � , 人
,
·

久 ‘, 一 Δ八下 一 Δ ,
一 7。ϑ 卜鲁一

,

矛盾
·

所以
,

、一曾
一 ‘

·

1 3 今用反证法
,

若 人
5

。
二智

一 , ,

由定理 7 143 知
, , 1。一

子
一 � ,

由此推知一 7

砰
户1后3

’这

”巳知条件
·

自干考面
矛盾

·

若 、
, 5

Ξ
曾一 :

,

由定理 7 1Π3
,

知
,

凡一
。 ϑ �1 1人

5
。 · ; ϑ

,
一 “3户
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1石3。入
5 。

1:一 ; ? 1忍3 3镇 。一 : ϑ 1, 一。3? 1石3
,

因为 � 一 , ? 1仑3Ξ �一
7

Ρ ,
。

、

Ρ �一产1珍3、
。

丁不丽万
““。 ’一石布丈面Ο

,

所以1。一 �3ϑ 1; 一 。 3,3 1万33 1� 一 Η 户1百3 3凡
5

。

Ξ 1⊥ 一 ;户1石33 1
7 Γ

5 、

7必

— 一 � 少Σ 一 一 :一 7即1石3ϑ
, 户1忍3

,

,

二
、 ,

,
、 Ρ 7。

。
Ρ 二

、 5

二
、

冷一
: ϑ ;Θ ‘“ 3一。+, 以‘3户下一 Δ 一 ⊥即仁“少十

;尸1万3

二
、

Ρ
7

5
Ρ

,

冷户‘廿少户下一 : ,

冷
;之

7

:ϑ 户1万3

,

这与已知

条件矛盾
,

故 凡
5 。

> 妙
一 �

5

1Μ3 今用反证法
,

若 入
5

。
二 些一 : ,

山定理 7 143 知
5

:,1 石3 二
、 二
今 ;

Σ
7

:ϑ 户1后3

5

这与
,

Ξ

7 , Ο 。
Ρ 5
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