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压杆非保守稳定问题的边界区域单元法

林 建 华

.土木工程系2

摘要 本文利用作者在文〔�〕中提出的边界区域单元法
,

求解非保守力作用下的压杆稳定向题
,

建

立了求解脉
8 杆肠晒由 杆临界荷载的统一计算程序

,

并给出了不向边界条件下的临界荷载
5

关镇词 边界区域单元法
,

祖定
,

非保守力

∀ 前言

经典的压杆稳定的欧拉理论实际上是建立在势能原理的基础上的
,

因此
,

对于非保守力这

种无势力作用下的压杆稳定间题
,

欧拉理论是难以给出其正确解答的
5

例如
9
欧拉理论的 :比七

杆间题是不会丧失稳定的
‘5 〕

5

这一有趣的结论使得人们不得不放弃传统的欧拉理论而寻求新

的稳定准则
,

因而产生了计算稳定问题临界荷载的动力准则的
5

由于一些非保守力作用下的临

界荷载的的精确解至今无法找到
,

因此
,

在具体运用这些动力准则时
,

只能寻找近似的数值解
5

例如
8

∋; <曲=> 8
定义了亚能量

,

建立了拟变分原理
,

利用狱
8
法和 八能?≅

阳 法得到了一些近似

值“ ,
5

文献〔Α〕则基于 仪<ΒΧ =ΔΕ 的拟广义变分原理
,

采用通常杆件的有限元法
,

求解:;Φ
Γ 间题和

公<ΒΧ =ΔΕ 向题
5

%ΗΙ
Φ

应帅采用假定节点位置的有限元方法用保守系代替非保守 系计算 了
此<恤=Δ 8

杆
,

结果并不令人满意
5

本文在作者提出的边界区域单元法的基础上山
,

对各种非保守

力作用下的杆的稳定间题
,

采用统一的基本解
,

把徽分方程转化为求解边界和域内点的积分方

程
5

通过域内划分单元
,

把边界区域积分方程离散成以若干个边界点和域内点为基本未知量的

线性方程组
,

使微分方程的特征值问题转化成线性方程组的特征值阿题
,
建立了求解非保守稳

定问题的边界区域单元法
,

并得到 :; ΦΓ 杆丁∋; <ΒΧ 山 杆在不同边界条件下的临界荷载
5

理论和

计算结果表明
,

本文的方法比起现有的其它方法
,

计算简单
,

编程容易
,

避免其它方法对不同问

题需寻找不同的拟变分泛函进行变分近似解法的困难
,

并且可获得较好的结果
5

� 杆的非保守稳定问题的积分方程

图�中
,

弹性杆 月: 的 月端固定
, : 端有一力 ? 沿杆变形的切线方向

,

这就是 习七Φ Γ 杆
5

其基

本文 Δ, 6 ϑ
一

ϑΑ
一

�Κ 收到
5
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本方程为

声
‘

Λ
5

户Μ Ν 千
‘

协‘ 尸 ϑ
,

.� 2

边界条件

Ο Ν 矶 Ν 仇
, 一 ∀

,

爪
5

Π ”认 , ∀
, , 一 ∋

若荷载 ? 是沿杆轴切向均匀分布的.图 2
,

则杆就是文献上常称的毛日户=ΔΘ 杆
,

其基本方程为

川犷山Λ “环认笋 Λ , .Ρ 一 忿2评5 Ν ϑ
,

. 2

边界条件
5

Ο Π 矶 Π ∀
,

固定端
,

评 “凡 Π ∀
,

简支端
,

凡 Π 评‘ 一 ϑ
,

自由端
5

图� :;0 Γ 杆

把刀七Φ Γ 杆和 抉孟? Χ
= ΔΕ 杆的基本方程写成统一型式

8

产评
‘

Λ 涌认
口

Λ 护.Ε 2Ο‘Π ∀
,

其中 评 为杆的挠度
, ? 为杆单位长度质量

, 。
为抗弯刚度

5

而

.� 2

Β .
,

2 Ν
Β , : 比Γ 杆

,

, .Δ 一 8 2
,

∋‘?Χ川不杆

设峰产苗

嘛代入方恻笋’妙今孪尽啊冬5 ‘ 5 Ν .灯Η2 幼 一

边界条件

., .8 2 Σ
= 2心

,

.7 2

Τ
ΡΥ 一 Ρ∋ς5 Ν

龙材“ 二 功 二

∀
,

固定端
,

ϑ
,

简支端
,

Π ϑ
,

自由端
5

.Ω 2

式中 久一脚
,

5

方程 .幻可通过引入基本解 = .
, ,

口转化为积分方程
5

这里

。.8 ,

‘2 一票.8 Λ 一, Ξ
8 一 � 一, 一匀

� ‘ 忆』

.Α 2

为下列方程

碧
一 “‘ ,

‘,
.Ψ 2
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的解
,

其中 ? Π .8 一雪2ΣΔ
5

方程 .72 两边同乘 Ζ .二
,

口并沿杆长积分
,

经分部积分四次后可得
[ [

必
5

护口 砂ϑ
5 , 、 [

5 , 、 [

一 5 气。 Ν 叹份切5 一 �二叭 5 十 ς万Ρ∀’ 一 �万协 十 扒二 , 口叭 一 犷 吸幻口 5
5 函面 5抽舀 口曰沙

一 ,

尝
。〕,卜丁9

.
音卜

 , .·2
尝
一 ,

碧
2‘

,

.Κ 2

式.Κ 2就是杆的非保守稳定间题的积分方程
5

若将式.Κ2 再对 心求导
,

即可得到转角的积分方程

函口
5

砂夕 砂ϑ,
5 , 、 [

二
! 、 [

一 口∋‘, Ν ∋丫 切‘ 一 万丁功5 十 万二「姚 一 二兀∴ 功 十 扒幻廿 叭 一 犷 吸幻甘 5
奄5 石 叮山 5 乙‘

一 ,

攀喇‘一 「.粤=, 一 8 , .8 2咎
一 ,

粤
2‘

口福 ! 5 # 5 西 肠 西

∴ .·
,

‘2 一

芸
一

晶
, , , . , , 卜 2, ., ,

,

9 .·
,

‘2

一碧
一 。

·

Ω‘.�
一

, ,2
,

Υ .二
,

雪2
矛口

篇一 Η

歹
Π 一 ϑ

5

Ω笔] .户2
,

∀+ .
Ε ,

右2

一

轰
Ξ, ⊥‘,川

一
 ,/_] ‘? ,

,

尸‘ .名
,

右2

’

娜口,

Ν 。

万 Π

.6 2

.� ϑ 2

一一
必一对

一一

ϑ
5

Ω �.� 一 ⊥川 2
,

∀,一护叱一山
矛 .二

,

口 Π 一 口 Π ϑ
,

Ω Ω即 .户2
,

口 .劣
,

心2 Π 一 Η

Ι .8 2 Π 一 “切 5
,

仍.公2 Ν 一 。叨5 ,

己�ϑ,

护

式中 Ι_ ] .砂为符号函数
,

Ι助 .Β2

由此可见
,

当 户一 ϑ或
8 Ν 心时

, 尸
、

Υ
、

Ζ,
、

忍,

.6 2
,

整理后写成矩阵形式为

一 Δ
, Β ⎯ ϑ

,

Π Ξ
� , , α =

·

是不确定的
,

即
8 Π 雪是一个奇异点

5

把式.� ϑ 2代入式

一Τ黯Ξ

>一
‘.‘

,

‘,

‘
一 伊 .Δ

,

嵘2

口.ϑ
,

嵘2

∀, .ϑ
,

雪2

Τ
Κ “, Τ

尸“
,

‘, 一 尸‘ϑ
,

‘, �边“
= ,
乡

尸“‘,

‘, 一 尸“ = ,

‘, ‘

Ξ“
‘,
Ξ

∋扔 .ϑ 2 !

Λ
〔
一 召.Δ

,

雪2 Λ 尹.Δ2Ζ .Δ
,

右2

一 1 ,
.Δ

,

右2 十 护.Δ2Ζ, .Δ
,

右2

1 .ϑ
,

雪2 一 尹.ϑ 2口.ϑ
,

右2

矛 .ϑ
,

雪2 一 , .ϑ 2Ζ, .ϑ
,

右2
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Υ .Δ
,

右2 一 尹,
.Δ2Ζ .Δ

,

右2 一 ? .Δ2( .Δ
,

右2

Υ+ .Δ
,

右2 一 产 .Δ2Ζ
‘
.Δ

,

右2 一 Β.Δ2(
,
.Δ

,

右2

一Υ .=
,

‘2 Λ ,
‘

.ϑ 2‘.“
,

‘2 Λ , .”2尸.ϑ
,

‘2 飞
一 Υ ,

.ϑ
,

心2 Λ 洲 .ϑ 2Ζ
‘
.ϑ

,

右2 十 尹.ϑ 2(
‘
.ϑ

,

右2 Σ

Τ“
‘,

Ξ
’.”’

Ξ
口“ ,

Ρ口.ϑ 2

, 5 , 一 , ‘、 。
5 , 、 [ , ‘ 、 5

Β ,
,

林∋“叹才
,

‘少 一 却
,

叹劣少, 气, , ‘少十 下万恤
, ‘少少功吐8

‘

[ [ , 、

[
, [ 、 5

Β [
[

林.口 .8 ,
‘少一  犷 〔8 2 ∴’ 吸忿 ,

‘少十 万理 毛二
,
噬少加冠比

5 Ξ
·

.� � 2

内+!∀Β+β!ϑ!∴ΔΙ;、Μ;;;χ

一

、��
5

;;β卜+Μ;Δβ!

从式 .� � 2中可见
,

右边第一
、

二项只和边界条件有关
,

而第三项是峨内积分
,

内点位移 , 作为

未知量出现在积分项内
5

式 .Δ �2 可以用来计算域内的任一点的位移和转角
,

当 雪Ν 。
,

或 右、 Δ

时
,

两个端点成了奇异点
,

此时可令雪Π ∀Λ 。 ,

或 雪Π Δ一 。 , 。
为任意小正数

,

公式照样适用
5

 边界区域单元法

在文〔Δ〕中
,

作者提出了求解弹塑性
、

静动力学问题的边界区域单元法
,

基子该文的思路
,

对式 .� � 2同样可以建立杆的非保守稳定问题的边界区域单元法
5

将杆离散成
。

个单元
,

于是有
。一 �个域内节点和 个边界节点

5

设各单元对挠度 Μ 取三次多项式插值
5

即对第 ς个单元有
7

叫
, , 二 艺 %

5

., 2。,
,

.�  2

其中

% 8 .粉2 Π � 一
.� 十 , 28 . 一 , 2

7
% Θ.冲2

% , ., 2 δ
.� Λ , 2

,

. 一 呀2

7
% 5 .甲2

δ

上
卫
猎丝立

.� Λ , 2  .� 一 , 2Δ,

川 一 .哟
一 8 ,

氏一
8 ,

哟
,

ϑς 2
, ,

, 为局部坐标
,

Κ

一 � ,
 

,

⋯
, 招 ,

甲〔 〔一 Δ
,
Δ〕

5

把式.� 2代入. � � 2的域内积分项
,

对每个单元进行高斯数值积分
,

并引入边界条件.Ω2 可得

切.右2

口.右2
Π 介.雪2〕Τ凡 Ξ Λ 〔:

“
.雪

, 尹2〕Τ风 Ξ 一 久〔Υ .雪2〕Τ从 Ξ
,

.� � 2口
一

式中〔
。.雪2〕是式.� � 2中与未知边界力 .凡 Ξ相应的元素的  ε  阶方阵

,

〔:
“
.亡

,

砂〕和〔Υ. 雪2〕是和

域内及边界未知节点广义位移 ⎯/5 2相应元素的 ε  ,
阶矩阵

5

对于
8 二∀端固支

, 8 二 Δ端自由的 :;0 Γ 杆或 抉<ΒΧ =Δ Ε
杆

,

有
Ι .ϑ 2

仍 .ϑ 2
介.口〕δ

口.ϑ
,

雪2

口 .ϑ
,

亏2
,

一 尸.ϑ
,

雪2

一 尹 .∀
,

口 .� 7 Η 2

, Κ 8 , , 8 ,

么
,

⋯
,

叭
,

久2
∴ ,

Ι.仍叭
户5
‘了

、
‘5产Ρ、

Κ5Κ5

了

β�
5

破β
‘

+
、

Τ
〔:

由
.右

,
, 2〕Ν >耽

,

‘刀么
,

.� 7φ2

〔Υ .右2〕Π
Υ 一8 , Υ Δ8 ,

Υ 8 < , Υ 8 Ε δ

忿三8 勿
二88

’

足二〕
,

其中
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, 。8 , 一 8 一

凳
. , .8 ‘2 9 .8 ‘

,

。2 一 9 .、2, .、
,

9 2 2、., 2冬9
·

石丁
’

‘

Λ 名. 犷.“Λ ‘2∴ .8 灌Λ , ,

‘2 一 , .对Λ ‘2 , .司Λ ‘ ,

‘22从., 2她孟
目、 5 门产5 ,

‘

:ΔΡ
。 Π 艺.军

曲一 �

Λ

.“29 .对
,

。2 一 , .对2 , .对
,

。22二 5 .、2冬砚
‘

艺. 尹 .对Λ ’

2‘.“Λ ‘ ,

‘2

言
‘

一 , .8
护
‘2Ι .月Λ ‘ ,

‘22丸., 2毕砚
,

‘
.� 7心2

鱿卜
8
一 习 . 尸 .片 2( .8 贾

,

雪2 一 , .对2忍.蛇
,

雪22从 .仇2 母画
‘

‘一

Λ Υ .Δ
,

右2 一 声 .Δ2Ζ .Δ
,

心2 一 尹.Δ2尸.Δ
,

右2
,

:+γ, 卜一
8
Ν

, 5 、 5 , 。 。 、 , 5 、 ” , 5 ‘ 、 、 、 , , 、

‘二
、石少厂、儿 , 亏! 一 尹火杯 +石 、苟

一

6 � 声!η 一气孕尹
5

不价
‘

二

公、

一 忍.Δ
,

亡2 Λ 护.Δ 2ϑ .Δ
,

亡2
,

Υ 一 8卜
<
Π 艺.‘.对

,

‘2从 ., 2 毕2瓜
,

‘

‘一 十 公.对Λ 互 ,

右2从 .仇2

Υ Δ
5

打 δ
心Λ 8

 

.� 7止2

‘

Δ
∴

协
了、

%
、5产声

5

、ΛΔ公
子忆
、

Ζ十
一‘ 、�产

仇
了
性、

%
、、声��司

了 、口
夕‘、

口一卜,门刀一、夕口旧

! ‘, 卜一 ∀ # 荟
‘∃ “

,

“, ‘
%‘, , 专矶

,‘一

! ‘, 卜 &
‘一

万
‘“∋‘

,

。凡‘, ,
专砚

,

∋( # )
,

∗
,

⋯
, 。 一 + ,

·

鱿
, ,

从
, , ∋(& )

,

∗
,

⋯
,

∗
。

,的值可通过替换上式中的 − ∋ . ,

心,
, 口∋ . ,

亏,
, ! ∋ . ,

雪,
,

/ ∋ . ,

雪, 为 0 ‘ ∋ . ,

雪,
,

口‘ ∋ 二 ,

口
,

侧 ∋ . ,

幼
,
尸 ∋1

,

口得到
2

在式 ∋ ) 3 ,中浏‘ 为高斯积分点个数
, , 为高斯积分点坐标

,

碗

为相应的加权系数
, 对表示第 (个单元第抢个高斯积分点的总体坐标

,

它与局部坐标的关系为

对 一 、一 . 4 笙沪卫 ∋ ) 十 , ,2
‘

对于两端简支的

5
5今6

1
杆

君∋ +,

7 ∋ 8 ,
仓 ∋心,〕#

, ∃ ∋ +
一

右,
, ∃ ∋ 8

,

雪,

一 ∃ ‘

∋ +
,

雪,
, ∃ ‘

∋ 8
,

雪, ∋ ) 9 7 ,

5:2 6

;六
“

& ∋氏
,

匆‘
,

8)
,

外
,

氏
,

一
,

叭一 . ,
氏一

, ,
氏,

, ,

习 ∋“洲 ∋ .
, ,尸∋对

,

。, 一 , ∋对, . ∋过
,

‘, , 、
. ∋、 ,
耘‘

一 君∋<
,

右, 4 , ∋ 8 ,口 ∋ 8
,

雪,
0

鱿 & =+>2 卜 . ,

狱
, 一 .

为式 ∋ )3 ?, 中的值
,

;六∗

一 万之
. 2 ,

∋ ) 9 ≅,
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堂
.; .、

,

。2、 .。2
令
、

,

瓦γ
8
为式. � 7‘2 中的值

,

.ς Ν  
,
�

,

⋯
,

加 一 � 2
,

.� ΩΦ 2

瓦 Ρ5 ,

鱿 .ςΝ �
,
 

,

一
,
 5 2的求法同前述的一样

5

方程 .� � 2共含有 5 个未知广义位移和  个未知广义

力
,

但当右遍取
, Λ �个节点

,

由式.� �2 可列出 8 Λ  个齐次线性方程

印.自2〕.凡Ξ Λ 〔: .白
, 一2〕.凡Ξ 一 孟〔Υ .白2〕./5 Ξ Ν ϑ

5

.� Α 2

注意到广义未知力./5 Ξ的系数并没含有特征值 久,

为了把式. �Α 2转化成标准特征值间题
,

必须

作进一步变化
5

设 右Π Δ一。,
由式.� Α 2得少口一

;2〕8 , 8
Τ凡ΞΛ ! .卜

。, , 2〕Ρ ‘、《凡 Ξ一 几必 .Ε一。2〕
, 冗 、

.:5 》Ν ∀
,

简写成

印〕.凡Ξ Λ ! ., 2〕《:5 Ξ 一 盔.刀2丈风Ξ Π ϑ
,

.� Ψ 2

由上式可得

《凡Ξ Ν 久曰 2一
,

必〕./5 Ξ 一 口〕
一 <

! .户2〕./5 Ξ
,

·

.� Κ 2

当右通取 雪Π 礼 .ς ‘∀
,
�

,

⋯
, 8 一 � 2

, 二

一 ∀Λ ‘有
’

印.甸2〕, 二 8 Τ:5 Ξ Λ 〔: .朴
,

, 2〕卜
、 8 5

./5 Ξ 一 久〔Υ .为 2〕, , 、丈/5 Ξ Π =
,

或简写成

.‘2 .名
,

Ξ Λ 〔: .护2〕ΤΚ5 Ξ 一 久〔Υ〕Τ又 Ξ Π ϑ
,

.� 6 2

把式 .� Κ 2代入 .� 6 2可得

..刃团2 一
,

! .尸2〕2 Τ又 Ξ 一 久..叮2曰〕
一 �

必〕
一

〔刃 2Τ/5 Ξ Π ϑ
,

.夕。2

最后可转化成标准特征值问题

.〔≅〕一 久2心/5 Ξ 一 ϑ
一

. � 、

式中〔尤〕二 .臼〕团〕
一 ,
叨2 〔Υ〕2一

’
.〔Φ 〕必〕

一 ‘

匡.? 2〕一 〔: 铮 2〕2
5

显然实矩阵〔≅ 〕不可能是一 个

对称阵
,

因而其特征值 9 不一定总具有实数值
,

当 义为零或者复数值时
,

最小的 护值就是所要

求的临界荷载
5 ’

� 程序的实施和数值算例

根据上述建立的杆的非保守稳定问题的边界区域单元法
,

编制了求解确定临界荷载的 汁

算程序
·

由于相应 于确定临界荷载的动力准则的待征方豫. 王2涉及到两个特征值 , 和 久
,

这使

得临界荷载的确定困难了许多
5

程序的具体处理步骤
8
.�2 把杆离散成

8
个单元

,

设初值 Β, Ν

Β5
,

Β5 Π 。9 . 2取临界荷载 , ‘二 .汽干凡2Σ 冬判断
5

如果 �协
Λ 、‘川Ψ只小于给定误差

,

计算结束
5

此

时Β< 为所求临界荷载
,

杏则进行下一步针算
9 .�2

�

升算亡班 , 2〕
,

少., ‘2〕和〔≅ 〕
,

利用求一般实矩

阵的琳 法求其全部特征值
9 .7 2.

。
2若特征值均为实数值

,

则置 ?一 Β<
,

重复 
,

继续寻求较大的

临界荷载
9 .φ2 若特征值出现零或复数值

,

则置 八Π 只
,

重复 
,

继续寻求较小的临界荷载
5

上述过程
,

实际上是利用二分法逼近特征值恰为零或复数值时的最小临界荷载
,

本文分别

就胶Γ 杆和 阮<ΒΧ 由 杆 .二种不同边界条件2的临界荷载进行计算
5

并同前人的结果比较列于

表�一�5
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表 Δ 加‘杆.一端固支一端百由2

本 文 .单位塑
严

文献〔Κ〕

一
一Ν δ 卜δ 公一

一
Ν

δ

一
 单元 �单元

’

,革充
精确解〔幻

α Α单元
 

5

� 6 Κ  
5

�  �  
5

ϑ Ω 6

Ω单元
 

5

ϑ    
·

ϑ �6 .收袭

Κ单元
Θ>∀�  

。

ϑϑ Κ

 单元
 

5

ϑΨ �

本

�单元
�

5

6 7 �

表 侧曲4比杆叹两端纹支丫

Ν Ν
, ∋

叮气
吸举仅

δ 石尸尹
‘一

文献〔Α〕 文献〔Ω〕

7单元
Δ
。

Κ 7 Ω

Ω单元
Δ

。

Κ  6 Δ
·

Κ  Κ .收敛2 ∋ 那7 �
,

习 �

表� 仅玉肉山 杆 .一端固支
,

一端自由2 .单位
。护 Σ内

单元数

本 文
文献〔Α〕

文献〔Ψ〕

7
5

ϑ 7 ϑ

7
。

ϑ Α �

 
5

Ω 6 7

� Κ Α �

�
5

Κ Κ �

7
5

ϑ Ω Κ

�
5

Κ ϑ 7

�
5

Κ � ϑ

Ω
。

  Ψ Ω
。

嘴  

�
5

Κ ϑ�

�
5

Κ � ϑ

Ω
,

5

Ω   

�
5

Κ ϑ�

�
5

Κ � ϑ

Ω
5

Ω Κ6

ϑ�加
ϑϑ众�,口尸亏

卜Α内8) ∗ ∋ Β 胜1

法 , ∋。
,

3
2

89 Χ

一
一一

一一一

Δ 一
心一一, 一 Δ Δ ‘‘‘ &

一
, 分州‘‘钾呀种一份, & ‘一Δ , 一一Δ Δ Δ Δ Δ &

从上列表中可以看出
,

本文得到的临界荷载是欢敛的
,

二般取 Ε一 Φ个单元就可得到收敛

解
,

和精确解的误差 ∋仅对有精确解的脉
Γ 杆 , 比其它方法小

·

本文的精果租用有限元法得到

的结果
〔二的较为接近

2

而文献〔了〕的有限元解是有问题的
2 2

、

3 结论

本文从计算稳定问题临界荷载的动力准则出发
,

给出 了斗瞬守力作用下压杆称定问题的

边界区域单元解法
2

理论和算例表明
,

该方法是行之有效的
,

对于非保守力作用下豹各种压杆
,

都可以采用统一的基本解
2

比起现有的有限元法需寻找不同的泛函进行拟变分计算方便了许

多 在文〔‘〕和本文的基础上
,

对于板在非保守力作用下的稗奔卿题的二维情况
,

也可以构造同

样的边界区域单元法计算格式
2
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