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敛散性的新定理

陈 恒 新

1管理信息科学系3

摘要 本文论证了关于  ;< => ?矩阵 ≅ 一 % 一Α 1%
, ∀ 是非负阵3的逐次松弛矩阵的敛散性依赖于矩

阵% 十∀4 并给出了估计松弛矩阵之谱半径上下界的不等式
,

由此
,

还可征得对一般  ;侧由五矩阵刀之

松弛矩阵有
:

当 Β≅ Χ的谱半径小于 Δ
,

则该松弛矩阵的谱半径小于 以这里松弛因子是在 Ε 和大于 �

的数 < 之间3
4

关键词 松弛矩阵
,

收敛性
,

发散性

Φ 已Δ吉Α  4 ‘二 

文〔Δ〕作者论证了非负  ; <= >? 矩 阵 ≅ Γ % 十∀ 1%》 !
,

∀妻 Ε3 和逐次松弛矩阵 瓦 1Ε Η 。簇 Δ3

之间的敛散关系
4

然而
,

对于 ≅ “%一 ∀ 1%3 =
,

∀ 3 Ε3 及一般的  ;<= > ?矩阵 ≅
,

%4 的敛散性依赖

于什么 Ι 为此
,

本文论证了关于  ;< => ?矩阵 ≅ 二% 一∀ 1% 3 !
,

∀ 3 Ε3 的逐次松弛矩阵 %
。

1Δ 成。Η

93 的敛散性依赖于 石二% 十 ∀
4

证 明了
:

当 风石3 ϑ !
,

则 可% 4

3ϑ 。一 �Η � Κ 当 !Η 可石3Η Δ 且 �成

。1 9 Λ 1� Μ Ν 1石3
,

∃ΟΠ Ν 1几3Η Δ Κ 当 Ε Η Ν1万3Η �
,

但 9 Λ 1� Μ Ν 1万33Η 。Η 9 或 。二 9 Λ 1ΔΜ Ν 1石33
,

则

Ν 1%
4

3Θ � 或 风毛
。
3一 � Κ 当 可万Χ3 � 则 风% ‘

3Θ Δ1� Η 。Η 93 等一些关系式
4

并且也给出了估计

松弛矩阵
Κ
尸仁径 冰 % 。

3上下界的几组不等式
4

而由此还证明了对于一般  ;< =>? 矩阵 ≅ Γ % 十∀

1 这里汉 有限制 % ,

∀ 是非负或非正 阵3的松弛矩阵%4 有
:

当爪万3一川 Χ% ΧΜ ΔΡ Χ3 Η Δ
,

则

可% 。
3Η � 1Ε Η 。Η 9Λ 1� 十风万33

,

这里 � Η 9 Λ 1Δ Μ 可万33 1 93
4

从而使得有关这一类问题的研究

结果更为完者 一些Σ
4

为叙述方便
,

规定
:

本文中
,

玩 总表示相应于  ; <= >? 矩阵 ≅ 的逐次松弛矩阵
,

时 为相应于

Χ≅Δ 的
4

而  ; <= >? 矩 阵 ≅ 二 % 一 ∀ 1或 Γ % Μ ∀ 3中
,

% 为严格下三角阵 1因非严格下三角阵 % 的

−! # 法是没有什么实际意义的 3 Κ而 ∀ 不必限定为严格上三角阵
,

这在理论上和实际应用中皆

是有意义的
4

比如可将  ;< => ?阵 ≅ 的下三角部分中为负的元素取为一 Ρ 中之元
,

从而扩充了讨论范围
4

且这在实际应用 − ! # 法编程计算中亦无多少麻烦
4

本文 � 8 8压筋 。了收到
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定理 � 设  ; < = > ?矩阵 ≅ 一 % 一Ρ 中 % 3 Ε
, ∀ 3 Ε

,

记 久ϑ 可%
4

3
,

则对于松弛因子 �《。Η 9

有谱半径可猛十 ∀ 3一 。Μ Δ一 。3 Λ 。 Κ且当 几一 Ε 时
,

有 。Γ �
4

卜

记

证明 因为 瓦一 1+ 一此3一
,
11� 一。3+ 一礴 3 Γ 一 1+ 一‘3一

‘

11。一 �3+ Μ ‘ 3二一几
,

则 久Υ

,
1%

。

3ϑ 户1一乙 3 ϑ Ν 1几 3
4

叨 33 Ε
4

所以

由于 爪、卜 ”Η Δ, 所以 1卜、
户

3

一荟
1‘3

·

3 。
,

又 11。 一 � 3 Κ Μ

几 Γ 1+ 一 田乙3一
二
11。 一 �〕+ 十 。心 3 ϑ

于是存在特征向量 朴3 =
,

使 式, 。一从
。

浪Ν

艺呱 3“11。 一 ς 3. Μ Ω 3 3 =
,

1‘3

1+ 一 田兀3一 � 11山 一 � 3+ Μ 汉少3对。 ϑ 肠
。 ,

11。 一 �3+ Μ
’

6灯3二
。

Γ 肠
。 一 。人%劣。

,

。猛
二。 Μ 日口男。 ‘ 从

。 一 1。 一 劝构
,

� 、’

得

1猛 十 ∀ 3二。 Γ 1久十 Δ 一 。3Λ二
Ε4

所以
, 二

承 。亦为非负矩阵二Μ 叮 的特征丙量
,

则其相应特征值 1Ω 十 �一。 3 Λ。李。
,

’

因而 , 1沈Μ

∀ 33 1‘Μ � 一。3 Λ 山
4

现证 71 止Μ Ρ 3一 以Μ � 一。3Λ 。
4

反证
,

设袱猛Μ 叮3 ϑ 1Δ Μ 幼 以小 � 一。、Π
’

其中 么Θ Ε
4

则存在向量 0 3 Ε
,

使

1)% Μ 切丫一 1� Μ )31
Κ Μ � 一 。 3 Λ祥

, Κ

则

% ∀
、 Ξ Ξ Ξ ’

4
Ξ 、 , Ξ Ξ

林 了下一丁 十 丁下一二 少0 一 以 十 Δ 一 。刀山0 ,

� 寸
一 凸 上

4

节 已

于是

令

“

一 +
气

3一 ‘1。 一 ‘, ‘Μ 。 :
气

, 0 ‘珍
·

。, △
一 1
卜

。

击
3一 11。 一 Δ 3, Μ

·

‘

击
,

,

即 人为 %Δ
。

之特征值
,

于是必有

户1%“3 》 久
Γ

节 Ψ 1几沙
4

因

: , ‘

二 女
1。亡
共

〕
·
1

·

。‘ 一 , 3Κ Μ 。 廿耳共3

花石 Δ 一 。 � 十 。

19 3

比较式“ ,
,

‘9 3二式可和。蕊
%
卜遥怠厦然

气
对手非主对角线上的非犷元澎右边不等号华

成立
4

又由式 1Δ 3
,

193 有

%
。

三 1。 一 Δ 3+ Μ ‘了Μ 。 1。 一 � 3% Μ 。, % ∀ Μ 艺 1、 3
‘
11

。。 一 � 3+ Μ 阅 3
· 卜 1� 3
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、、了、4了、了、 ,一>孟匕
了‘、 ‘
、94、

“一‘。 一 ‘, ‘Μ 。

击
Μ “。 一 Δ 3

击
Μ 。9

花
目

畏,

Μ

鑫
1。

击
3
·

11。 一 Δ3‘Μ 。

击
3

,

令
几 ϑ 乙 一 1。 一 Δ 3+,

尸“刀
‘
一 1。 一 � 3+

,

记 忍ϑ 毛Μ ∀
,

则耳》 Ε
4

由式1� 3一 1, 3可知
Ξ

Ξ Ξ Ξ Ξ , , Ξ Ξ 、

万
尸4

夕 尸
吞

夕 Σ 功生。
,
。吸。 一 � 3全Κ Υ 六Υ 一:

Δ 州卜  

在所有非零元素处都成立
·

于是存在
。Θ =

,

使得几一尸
。

3 讯
,

即 1二一日 Ν 4

3 尸
: ,

于是可得

1� 一 。3户174 3 ϑ 户11Δ 一 Ψ374 3 3 户1尸
。
3

4

若 Ν174 3Θ Ε
,

则有 户174 3Θ Ν 1Ν
‘。
3

,

又由式 1Τ 3
、

1, 3及前面推断 1人Μ Δ一 。3 Λ 。3 Ε 知

Ν 17
一
3 ϑ Ν 1乙3 一 1。 一 � 3

,

1Ζ 3

Ν 17+
‘
3 ϑ 户1%+

。
3 一 1。 一 � 3

,

即得 户1%4 3Θ 户17,
。
3与前面的推断 户1乙 3簇夕1Ν “3矛盾

,

故

71从 Μ ∀ 3 ϑ 1久 Μ � 一 。3 Λ 。
4

若 户174 3ϑ =
,

则由式1Ζ 3知 人ϑ 户1瓦 3 ϑ 。一 � ,

于是 以Μ �一 。 3Λ 。Γ 1。一 � Μ �一 。 3Λ 。 ϑ Ε
4

而 月Β式

1 � 3和 1Τ 3有 74 》Σ ?Φ 哎。
, 。1。一 � 3Χ万

,

可知 Ν 1石3Γ Ε
4

又因 肠Μ ∀ 1 1�Μ 人31% Μ ∀ 3 ϑ 1� Μ Χ4 3石
,

则 Ν 1肠Μ ∀ 3《 1� Μ 几3户1万3ϑ Ε
,

即 户1肠 Μ ∀ 3ϑ Ε
4

故 Ν 1猛Μ ∀ 3二 1几Μ �一 。3Λ 。 仍成立
4

为外
,

当 久ϑ !时
,

有 Ε《风!
·

% 十∀ 3ϑ 1� 一 。3Λ 。
镇 !

,

所以得 。 ϑ �
4

证毕
4

引理 Δ 对矩阵石ϑ %十∀
,

%妻 !
,

∀ 3 !
,

设 二 1[3 一爪[% Μ ∀ 3
, : 1的一可 % Μ >∀ 3

4

其中 [ 为非

负实数
,

则 。1几3
, : 1几3为 八的增函数

4

证明 因对任意实数 似3 [ :
》 =

,

有 。《凡% Μ ∀ 1 气乙十 ∀ ,

=成% Μ 气∀ 簇% Μ 如Ρ
,

因此 川[声

Μ ∀ 3《 Ν 1凡% Μ Α 3
,

Ν 1% Μ [ :∀ 31 户1% Μ [: ∀ 3
,

即 娜1[
:

3 1 4 1[: 3
4 。1[ : 3《 : 1[

:
3

4

故 。 1[3和 。 1[3为

增函数
4

证毕
4

引理 9 设  ; < = ‘阵 ≅ ϑ 乙一 ∀ 中 %异Ε
,

∀ 〕Ε
4

记 石ϑ Χ≅ ΧΓ %十 ∀
,

则对于 �1 =, 簇9 有

?3当 几ϑ 户1几 3Η � 时有

几一 � 一 。 簇 呷1石3
,

1∴ 3

腼户1不3 成 人 Μ � 一 。
,

几护 Ε
4

18 3

Δ? 3当 久一户1%4 3Θ � 时有

久 Μ � 一 。 3 呷1万3
,

1� Ε 3

枷Ν 1开3 3 久Μ � 一 。 1� � 3

山3当 久ϑ Ν 1几3Γ Δ 时
,

有 户旧 3ϑ 19一 。3 Λ 。
4

证明 由定理 � 和引理 Δ知。 1凡3ϑ 户1猛Μ ∀ 3ϑ 1人Μ �一 。3 Λ 。
,

二1[3
, 4 1‘3为增函数

4

?3当 人ϑ Ν 1‘ 3Η � 时
, 4

久Μ � 一。 3 Λ 。ϑ 。 1久31 。1Δ3 Γ Ν 1% Μ ∀ 3 ϑ Ν 1豆3
,

所以有 人Μ � 一。簇

, 14 3
·

又因当 “护 = 时
,

14Ω �一 “3 Λ 1枷3 ϑ 1�八 3Κ 1耗Μ ∀ 3 Γ , 1% Μ 1Δ邝3∀ 3ϑ , 1�邝 3》
“ 1� 3ϑ

户1% Μ ∀ 3ϑ 户1万3
,

所以有肠户1百31 几Μ Δ一 。
‘

同理可证的
4
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???3 当 凡二71 % 。
3ϑ Δ

、

时
,

有 川% 十∀ 3于 1Δ十 � 一‘李加咧琴一“ 3 Λ“
,

所以得 Ν Π , 二 19 一叫 Λ “

证毕
4

定理 9 设  ; <= 娜阵 ≅ ϑ % 一 ∀ 中 乙熟;刃矛Ε, 松弛因子
·

�毛。Η 分
二

记 亘二」
,

川毗Μ 拉
,

则

有
4 ‘

?3 Ν 1后3二 Ε片户1%4 3ϑ 。一 Δ 1对食
,
。护 � 3

4

五冲1%尹一 �片川石3二 19 一 , 3Λ
“1对乍呻护 �3 : 1幸即。Η 川万3Η � : “二 9Λ 1�十风功 3, 则

71%
4

3 ϑ  3
4

说3 Ε Η Ν 1石3Η �
,

且
4

�成。Η 9 Λ 1� Μ 户1后33冷户1玩 3Η �
4

?Α 3 =Η Ν 1后3Η � 但 9 Λ 1+Μ , 1吞3 3Η “Η 9和1%
·
3Θ �

·

Α 3 Ε Η 户1%
。
3Η � 1� Η 。Η 9 3冷户1后3Η �

4

Α ?3 Ν 1刃33 �。夕1%
。
3Θ � 1�Η 。Η 9 3

4

Α ?Δ 3 Ν 1%
。
3 Χ一

Κ

Θ �” 71≅ 3》 �
4

证明 ?3 当 71 石3二 !时
,

反证
,

若 几ϑ 风% 4

3Θ Δ
,

由引理 9 的之式1� �3 有 几十 �一 。礴!
,

得 久

毛。一 ΔΗ Δ ,

矛盾
Κ
若 可瓦 3 Γ �

,

由引理 9 血 3有 川石3Γ 19 一 。 3Λ 。Θ !
,

矛盾
4

所以 几二风%4 3 Η �
4

由引理 9? 3式 1∴ 3和 18 3有 又Μ � 一。成 Ε 和 孟Μ �一 “》Ε
,

因此 “一 Δ簇城种一 �, 即得 川%4 3 ϑ “一

�
4

当 义二 Ν 1玩 3ϑ 。一 �井!时
,

因 几ϑ 。一 �Η � ,

由引理 9
Ξ

?3 便得 !ϑ 久十 Δ一 。成呷1石3簇 1几十 � 一

。3 Λ久二 !
,

所以 户Π 3 ϑ Ε
4

的由引理 9 讯3便得 风% 。
3Γ �= 71

.

忿3‘ 1艺一动瓜 当 71 百梦二 19 ‘。3Λ Ε 且
一

勿护
‘

�
4

斤证
,

若 Κ

4 一

、,

1玩 3Γ Ε
,

由定理 � 知 。Γ � 与假设矛盾
:
着心嵘孟二风从3Η Δ, 由引理 刘3之式1幻有

一

。注一。

簇枷爪后3二扬19 一 。3 Λ 。二从 9 一 。3
,

推出 双。一 �3 3 。一 � ,

得 久》� ,

矛盾 犷若 凡二爪几 3Θ �
,

由
4

引

理 9� �3 之式 1� �3 有 久Μ �一。簇加爪石3二加19一动 Λ。二从 9 一动
,

推 出从。一 Δ3 《。一 Δ
,

得 之成 �
,

矛盾
,

所以 风 %
4

3Γ �4

拄?3当 Ε1 尸1石3 Η 一且 �1 。1 9 Λ 1� Μ 户1后33时
4

反证
,

若 户1%
。

3二 �
,

由 ��3知 户‘吞3二 19 一 。 3Λ

。
4

可得 Ε, Γ 9Λ 1Δ “川百3 3
,

矛盾
Κ
若 之Γ 川%

4

3Θ �
4

由引理 9 主?3 之式 1� �3 得 双 Δ一 。,,1 后”1 。一 Δ
,

由于 �一 。户1石3Θ � 一 1ς Λ 1�十户1百3 3 3Δ, 1万3二 1� 一 户1忍3 3八 � Μ 户1石3 3Θ 百
4

因此有 1] 一呷 1后33Η

几1�一。户1后33蕊。一 �
,

可得 。3 9 Λ 1� Μ 刀1石3 3
,

矛盾
4

所以 户1几 3Η �
4

?Α3 当 。Η 71 百3Η � 且 9Λ 1�十川亘 3 3Η 。Η 9 时
,

反证
,

类似 ?的证知若川%4 3二 � 可得 。一 9Λ

1ΔΜ 户1石3 3
,

矛盾
Κ
若 久ϑ 户1%

。
3Η �

,

由引理 9 �3之式18 3知

久Μ � 一 。 3 脚尸1后34

Ω Μ �
‘

3 =, 1Ω尸1万3 Μ � 3 Θ 19 Λ 1ς Μ 户1吞333 1助1石3 Μ 一3
,

1几Μ � 31� Μ 户1石3 3 Θ 9劫1石3 Μ 9
,

几 Μ 彻 1吞3 十 � 十 Ν 1万3 Θ 9彻1石3 十 9
,

久1� 一 户1石33 Θ 1� 一 户1石3 3
,

得 几Θ Δ 与假设
·

久Η � 矛盾
4

所以 风几3Θ 工

Α 3当 ΕΗ 凡二林% 。
3Η Δ 1Δ Η 。Η 9 3时

,

由引理 9 �3 之式 1的有 可异3镇 临Μ � 一 。3 Λ1 枷3
,

因 � Η

。Η 9
,

于是有 久十 � Η 1凡十 Δ 3。
,

推出 久十 � 一。Η 加
,

得 1凡十 Δ一 。ΧΛ 1扬》Η 二
,

即 可石3Η �4

?Α3 当 Ν 1石33 工
4

时
,

对于 工Η 。Η 乙若可%
4

3 ϑ � 由 的知 71 石3拼 19一 。3 Λ。Η �
,

矛盾
Κ
若

风%
4

3Η Δ
,

因 。弃Δ
,

由定理 Δ 知 几二风%口Θ =
,

再由 Α3 可知 爪石3Η Δ( 矛盾
4

所以 71 玩 3Θ Δ
‘
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Α“3当 几ϑ 户1%4 3(
。一?

Θ � 时
,

由引理 9 ��3之式 1� � 3便得 户1万33 1人Μ �一 。 3Λ 1加 3ϑ 1久Μ �一

Δ3Λ 几Γ 对几ϑ �
4

证毕
4

由引理 9 和定理 9 即得关于谱半径上下界的定理
4

定理 � 设  ; < = >? 阵 ≅ ϑ % 一∀ 中 % 3 Ε
, ∀ 3 !

,

松弛因子 Δ镇 Ε, Η 9
4

记 石Γ Χ川 ϑ % Μ ∀
,

则

有

?3当 Ν 1万3Η Δ且 �《。1 9 Λ 1�Μ 公1石33时
,

1。一 Δ 3Λ 1� 一。Ν 1石331 Ν 1乙
一

31 。1Ν 1石3 Μ 一3一 ;
4

五3当 Ν 1石33 � 且 �Η 4 Η 9 时
,

或 ΕΗ Ν 1石3Η � 且 9 Λ 1�Μ 户1后33成。Η 9 时
, 。1�Μ Ν 1万33一 �

《 Ν 1%
。

3
4

山 3当 Ε1 户1万31 � 且 9 Λ 1ΔΜ 户1石33镇。1 Δ Λ Ν 1万3时
,
。 1� Μ 户1万33一 �1 户1%

4

31 1。一 � 3 Λ 1�

一卿1石”
4

定理 ⊥ 对 于一般的 ; <= >? 矩阵 ≅ 一 % Μ ∀
,

记万Γ Χ≅ ΧΓ Χ% ΧΜ Χ∀ Δ
,

若可石3 Η � ,

则有

户1%
。

3Η �1ΕΗ 。Η 9 Λ 1� Μ 户Π 33
,

这里 �Η 9 Λ 1� Μ 户旧 33《 9 3
4

证明 对于 ≅ 一% Μ Ρ 有

%4 Γ 1万一 。乙3一 Δ 11� 一 4 3+ Μ 以少3
,

1� 9 3

而对于 Χ≅ (一 Β引 Μ Χ∀ Β有

%才 ϑ 1+ 一 。 Χ% Χ3
一 ‘11� 一 。3+ Μ 。 Χ∀ Χ3

4

1� � 3
、

一 一
一 ‘

一
Ξ
4 4

一

二
Ξ 4 、

Ξ
Ξ Ξ

Ξ
4 Ξ 4 ‘ Ξ

�Δ ΠΓ ‘
Ξ 4

记 万 ϑ 1气 3 ,

则 ΒΤ �ϑ 吸Δ> 4 Δ少
,

%4 Γ 吸‘, 3 , 乙 Γ 1灯 3 , 吸� 3 汀ϑ �
Ξ

4 , 4

, ∀ , 吸“‘ 3
·

飞∀  笋 (

�3 当 !Η 。1 �时
,

因 Χ% Χ》!
,

ΧΡ Χ》!
,

类似引理 Δ中证明
,

易知封 3 Ε
4

由式1 � � 3有 %才Υ

叫 % Β%才Μ 1� 一。3+ Μ
。

Χ∀ Χ
,

于是有

结 Γ

类似地由式 1� 93 有

‘,

于是

。

名 Δ‘ +结 Μ 1ς 一 。 31+3。 Μ 。 ΔΡ
。
+

, ‘,

Π ϑ ,
,

9
,

一
“

·

1� ⊥ 3

二
�

‘一 �

ϑ 。

艺
>、Δ’Π Μ 1? 一 。 31+3

‘Π Μ ‘
。 , ‘,

Π 一 �
,

9 ,

一
,

·

1�Τ 3

一。,
+簇 。

习 +‘ ���4 + Μ 1ς 一 。 31.3、 Μ 。 _。
。
+

,

‘
,

Π一 � ,

9
,

⋯
, :

·

1� , 3

由式“ ⊥ 3有 Δ古ϑ 1Δ一 。 31+3
: , Μ 。 ΧΡ

,  
】

,

Πϑ Δ
,

9
,

⋯
, , ,

由式 1� , 3有 ΧΔ
: ,
Β成 1� 一 。3 1+3 : , Μ 。 ΔΡ

, ,
Β

,

 Γ Δ
,

9
,

⋯
, :

比较以上二式可知 Χ人
,
Χ成结

,

Πϑ Δ ,
9

,

⋯
, ,

4

归纳假设对于 ‘成⎯一 Δ 成立

Χ人
,
Β 成 Δ才

, ‘ϑ � ,

9
,

⋯
, ⎯ 一 Δ

,

Π ϑ �
,

9
,

⋯
, ,

4

1� Ζ 3

对 于 ‘一 、
,

由式 1Δ‘3和 1� , 3有 结一 。

艺 +。
。
Δ妨Μ 1Δ一 。 31, 3。Μ 。 +“

。
Β

,

, 一 � ,

9
,

⋯
, , ,

+场 Δ1

4 一 玉

。

买
Χ、 4 Β‘

·,

ΧΜ 1卜
。3 1, 3。Μ 。 4。

。
一 , 一 Δ

,

9
,

一
利用 1� Ζ 3式并比较以上二式可知 4“

,
4、

Δ言
,

 Γ � , 9
,

⋯
, ,

4

因此有 _Δ
。
Χ《结

, ‘,

Πϑ Δ ,

9
,

⋯
, : ,

即 Χ%
。

Β1 8
4

因此 可几 3《爪聪 3
4

又因已知
户1石3Η Δ

,

由文〔�〕定理 9 知 户1材 3Η �
4

所以得 户1%
。
3《户1聪 3Η �

4

9 3当一Η 。Η 9 Λ 1Δ Μ 户1甘3 3时
,

因户1石3二户1 Β毛 ΧΜ _Ρ Χ3Η �
,

由定理 9知对于≅
Ω

ϑ Δ毛】一

+Α Δ之 逐 次松弛矩阵乙: 有 Ν 1公 3 Η Δ ,

而 毛: ϑ 1+ 一 。 +% +犷
‘
11� 一 。 3+ 一 。 +∀ +3 ϑ 一 1+一
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。 Χ。一3
一 :
11。一 � 3 Κ Μ 。 4Ρ Δ3旦一乙 则 Κ 1‘3ϑ Κ 1一幼 3二 , 1聪 3Η �

4

由定理 � 证明易知 ‘一 1,

一 。 Χ% Χ3
一 ’11。一 � 3+Μ 。 Β∀ Χ3》Ε

,

推得

石
。
ϑ 川引乙 Μ 1。 一 �》+ Μ 。 ΔΡ Β

4

记 兀
。

ϑ 1几3
,

于是有

礼ϑ 。

艺 Β叫几 Μ 1。 一
’

�31 。、 Μ Ε, Χ“。卜 ‘,

Π ϑ � ,

9,4
“ , 、 1� ∴ 3

对于 玩
,

由式1� 9 3
,

1� Τ 3有

Χ‘+成 。

习 Δ‘ ���4Π Δ Μ 1。 一 � 31+3。 Μ 。 Δ“小
‘,

Π ϑ �
,

9
,

⋯
, ,

·

1� 8 3

这样得到了完全类似式1Δ刁3
,

1� , 3的二个式子
,

依照上面证法
,

由1� ∴ 3
,
1�8 3二式可推出

Χ与_1 几
, ‘,

Πϑ �
,

9
,

⋯
, 二 ,

即 Χ%4 _1 乙
4

所以 户1%
。

31 Ν 1瓦 3Η �
4
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