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结构动力分析一种简易的直接积分法

林 建 华

,土木工程系 0

摘要 本文利用方块辣冲后数优良的运算性质
,

提出一种结构动力分析简易的直接积分法—方

块脉冲函数法
,

其有无条件稳定的积分格式
,

并表明方法的可行和有效
3

关性词 结构劫力学
,

脉冲肠数
,

数值计算

! 前言

任意荷载作用下结构体系的动力反应可以归结于求解型如

〔卫〕8二9 : 〔;〕8云9 : 〔‘〕王< 少二 8= 9 ,60

的二阶徽分方程组
3

现有的数值逐步积分解法
,

如威尔逊 口法
、

纽马克 夕法或呼伯特法等
,

都在

结构的动力分析中得到广泛的应用
3

评价任何一种直接积分法
,

赊了考虑该方法的稚定性和精

度要求之处
,

另一个主要因素是该方法的简易程度
,

因为它涉及到是否于被工程上所接受
3

基

此目的
,

本文提出一种简易而新的结构体系动力分析的数值方法一一应用方块脉冲函数优 良

运算性质
‘”的方块脉冲函数法

,

方便地导出有限自由度体系在任意荷载作用下幼力反应各时

刻的位移
、

速度
、

加速度递推公式
3

该公式对于非等时间隔时段来说
,

同样不会增加计算的复杂

性
3

此外
,

进一步从理论上证明了该方法为无条件稳定
3

最后通过数宇算例
,

衷明果用方块脉冲

函数法
,

具有计算方便
、

适应性广
、

精度较好的优点
,

不失为一种何便而有效的直接求解结构动

力反应的数值积分法
3

� 方块脉冲函数

�
3

� 时间城上非等宽方块脉冲函数的定义和性质
“几

‘

设在时间域氏
,

‘〕上包含有 , 个不等宽的方块脉冲函数族
,

其矩阵表达式定义为

> ? ,≅0 一 〔夕
,
,‘0

, 口< ,考0
,

⋯
, 夕。,≅0〕

于 , ‘任 〔‘
,

‘〕
,

,5 0

其中第 惫个元素定义为

,
本文 �44 )一 )Α一 � Β收到

3
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梦3 ,艺0 Χ

‘

�
3

≅ 任 执
Δ ‘

3

兔〕
3

‘

)
3

其它
·

无二 6
。

5
, 3

)
3

Ε ,� 0

那么对一切 ‘任 �
。 ,

‘,
〕

,

非等宽方块脉冲函数族满足下面乘法公式

夕3 、‘0
‘

Φ 二 了 ,

夕3 〔≅ 0
·

夕 、‘0

心 Γ 进、
。 ,产 , 广、

0公
3
Φ 装  

·

一 代, 7 。厂
一

。 , 3 ,

。< 〔≅ 0
, ·

⋯夕3
,≅0〕

, Η 0

其中 2达Ι二
·

二表示对角矩阵
3

根据乘法公式不难证明
,

定义在时间域〔‘
。 ,

<妇上的不等宽方块脉冲

函数族具有正交性
3

即

ϑ夕
,
,‘0

·

夕, ,≅0血 一
‘
Κ

一 几一 Λ ,
Φ Χ  

3

/
,

Φ 不  
3

9口,小 解,≅ 0血 Κ 山Ι 〔△ ≅<
,

△‘<
,

⋯
,

△‘·〕
,

其中乙‘
3

二 ≅‘一年
< ,
无Χ �

3

5
, ·

⋯二

设方块脉冲函数在时间域以
。 ,

!上的积分可近似用方块函数族本身近似展开
,

则有下面的

积分公式

丁9
。, ·、· , ‘· 望学

“·“ , 一 △‘·

只
“‘· , ‘

·

里=
·

““ 9
,

全
,
·

〔‘,
’

,Α 0

其中 = 为上三 角
,“

阶方阵
,

其元素为

△≅‘ 少Μ
≅ ,

Ν
3 ,  生

5
△‘

,

少二
Ο ,

3 3

)
,

Π Θ
。,

矩阵 = 称之为积分矩阵
,

它具有 良好的运算性质
,

如 尸 Ρ 尸
·

=
3

仍为上三角
3
、

阶方阵
,

其元素

. △≅, △‘
,

二
告△

≅
、

,△、二 △‘Ο 0
, 3

, Μ
‘ 3

心二 斗 二 “

Ν
、 3

Χ 袱 �

亏△
‘熟

,Β 0

、

/
, ‘

>

Θ
<

、

万阵 尸是一个非奇异阵
,

它存在 。 个不等于 )的特征道
、

且这些值就等于其主对 角线元素

�
3

5 时间域上的函数按方块脉冲函数展开

若函数 到 ≅ 0在〔≅
。 ,

< 3 〕上绝对可积
,

则可用方块脉冲函数近似展开为

= “ 0 望 万
。

,
, 3
, < 0 Ρ 俨

,
, 、‘0

其中 醉 二 冲
< 、
、5

,

⋯
,

, 3

二
,
Σ

<

为 Ν, 60 的第 Φ 个脉冲函数分量的系数
,

由正交性容易证明

,

一
,

六 ϑ= ,‘0“
,

乙洛‘巨 、Δ 、

, 4 0

,�〔
‘ ,

特别地
,

当 Ν, ) 二 / ,常欲 ,
、
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Ν ,‘0 Ρ 〔
, ·

了
·

口,名0
,

刃 为元素为 �的单位列阵
3

对于待求的函数 六‘0
,

同样可用方块脉冲函数展开为

< 、‘0 二 二
7 ,

, ,‘0 二 , , ‘,‘0
,

其中 矛 一 抽
< , 7 < , ·

⋯‘二为待求的未知系数列阵 、利用积分公式 ,Α0
,

可得式 ,工� 0
,

,�妇

, � � 户

产皿

< ,< 0 Χ 9

户宫
< ,弓0 Ρ 6

云,
<
0‘≅ 十 云,与0 二 月矛尹? ,≅0 : 二,‘0了? ,‘0

云,了0‘丁 一 工 ,甸,

‘ Τ、

二矛 ΝΥ ? ,心0 十 < ,札0了尹? “0 十
名 ,耘0矛? ,‘0

3

式 ,�59 一 ,�们就是在时间域〔与
,

目上用脉冲 函数展开的加速度
、

速度和位侈
·

方程 ‘” 中
,

就可以得到一组关于求解 月 中元素的线性方程组
,

又� Η
,

把它们代人运动

5 直接求解结构动力响应的方块脉冲函数法

讨于任意荷载作用下
。
个 自由度体系的运动方程为

瑟任9
‘

十 ; ‘二 、
Δ

十 鱿 < 9 “ 褚, 、‘0乡
,

初始条件为
, 、

8云冬
‘一 。

Ρ ς< 9。
,

唯Λ 9
‘

一 二 ,
二

0
。 ,

很据式 ,�5 0设
·

标9 一 蔚,≅0
,

3

一
、 ,

、

一
二

其中 川为
, Λ 。 的未知系数矩阵

,

由式 ,6 �0
,

,� Η 0可得

考匀 二月叻幼0 十 8幻
3
扩以订

,

才< 9 Χ Η 尸? ,弓0 十 褚二9
。

了Ν? ,‘0 : ‘< 9。了? ,‘0
3

利用式 , � 4 0
,

8Ν〔≅ 0 , 可展成

8Ν ,≅09 二 职子,≅ 0
3

其中沪
。‘0 9Χ 〔=

< ,≅0
,

= <
,≅0

,

⋯
,

=
3

,≅ 0〕
’ ,

口为 , Λ 二 阶荷载系数矩阵
,

其元素 叭,

为

, �Ω 0

,�Α 0

戈�Ξ 0

,�Β 0

,�4 0

,
, ,

一

立介
,‘0“

,
‘一 , , 5 ,

一
, 一 ,

,

,
,

一 ,5) 0

把式 ,� Α 0一 ,� 4 0代入式 ,� 0
,

可得 ,对
·

∃ : ;
·
∃ ‘= : ‘

·

∃
·

=
·

= 0? ,‘0Ρ ,心一 ; 毛
‘
少
。

扩 一 ‘ 考< 0洲尸一

州
二 , 。了 0Ψ, ‘0

,

根据方块脉冲函数的正 交性可以得到

万
3

∃ 十 ;
一

、

万一尸 : ‘
3

,
3

尸、户二 叼 一 口任,
。

了 一 Ζ 、
< [。了= 二 万

, ,

9
。

梦 ,5 60

上式中实际上代表 , 又游个方蓬
,

农解弃非易攀于低如利用权分矩阵 = 及 尸是上三角阵的特

点
,

财可得到简便的递推公式犷
“

Δ

、
Ο

· ‘ ’
二

· Κ ·

Κ
一

‘

,

荷载系数矩阵 口的每一列元素记为遥,
3

0
,
落, �

3

5⋯
。

把未知系数矩阵 对 的每一列元素记为低全
,

荷载系数矩阵 口的每一刁
,

、 这矗‘司
,

、。。,分别为
。 Λ 6列阵

3

利用式 ,Ξ 0
,

,Β 0可把方程 ,5”直

知元素的求解
,

即有

,∴ 十

化为对每一列未

勿
。 、

一

钾
二 0 <。

‘

9 一 8,
3

, 一 、

黔 8Ο 6
。
一 。弋Ο [3

‘ , ‘
Κ

一 人 心
>

3

, 妇
、 、

�

,5 5 少
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,二 一华
。 一 竿

Ζ 0 8氏 , 一 8Σ
‘、

乙 任

一 ; 、[ , 。 一 、、、9
。
,

其
△ <

一粤卜
Ζ

艺护万 凡7 Ο

。 丈伙 人
」 > 飞 3

。

一“
 乙山称气峋 卜

3
Χ ‘ , 3 ,

二协
3

少3 ‘

求得了各时段的恤 9
,

不难导出速度和位移相对应的值
3

由式 ,� Ξ 0
,

,� Β0
3

记

咬< 9 二 ,∃ Ν , 福劣 9。了0? ,‘0 二 1 口,‘0
3

刃] 飞 二 ,月Ν,

十 ,云0
。

了Ν 占 弋] 少
。

了 0? ,亡0 Χ 力口,‘0
3

设 8, 3

9
,

城 0分别为 1
,

⊥ 中第 ‘列元素
,

则有

,5 � 0

,5 Η
、

、
。 <

9 一粤、7
<

9 一 、‘, 。 ·

‘一、一

彭
△、‘一 :

今
‘· , : “,

。,

8‘
< , 一

等
、一 , :
夸

、‘
。

, : 、·, , ·

、成9 Χ 习
, , 87 , 9 : ‘一 , : “, 。‘

客
△‘:
誉

, : ‘· , 。,
Χ 5

,
�

, 二
, ,

执

,5 Ω 0

,5 Α 0

,5 Ξ 0

,5 Β 0

云�一、奋�月,

这 里  久 !
,

∀ 。
#

!
,

∀峨∃实际上代表了结构体系的加速度
、

速度
、

位移在 ‘时段 〔‘一
, ,

们上取常数的

值
#

将 ‘十 %时段的各值减 ‘时段相应的值
,

就可以导出它们的递推公式如下

 &
∋

卜 ∀二 二 等
。 ( 竿

二 ! 一 ∀一,
‘

卜 华
‘  、∃。 一 。)∗ ∃

。
一 二、

∋ 了

小
‘ , ‘

、、乌 ∃ 一 ∀ , 、华
。 ( 掣

‘ ! 一 ∋
〔 ,

‘

∃ 一 。∀ 、。卜 ∋ ∃ ( 兴已  。
‘一 ∋

∃!

+ ‘ 任 ‘

△农一
∋

小 △衣
‘ 、

△介一
,

小 △‘
# ,

一 人 、、叭 一 ,
‘

一 一一一
−
气井

—
飞叭一曰 叫卜

.
一一下

#

—
、氏 一% 了少夕

·

‘ 月

∃谧。
‘! /

丈

】 
。0

∃ /

∀ 1 % !

∀ 1 2 !
3

&些
2

‘”一 宁言‘△
“一 ,

‘氏一
∋
∃ ‘ △“‘。”

·

 
# , 、

△吐
, 4 、

△‘
、 ,

#

、

∃、“ 5 − 百
一 ‘6 ‘了一 花犷飞二 6 少 宁 、二 了# ,

∀ 1 1

‘武∃ / 哎‘卜
,

∃ 十 夸∀△、考。
‘
! ( △‘

一 ,

咬7一
∋
∃!

, ‘/ 2
,

1
·

⋯
,

二
·

当 已知前一步的  二一 ∋
∃

,

《认一
∋
∃

,

 成
一 ∋

∃的值
#

就可以用式 ∀ 1 % !一 ∀ 1 1! 计算得到当前的丈、 ∃
,

 州
#

 成∃值
#

照此下去
,

直到所需要的时刻为止
#

上面的递推公式并无要求各时段为等时间隔
#

因

此
,

对于荷载梯度变化较大的时段
,

可以采用较小的时间间隔 ∀脉冲宽度 !
,

以求获得较精确的

数值解
#

对于等时间隔
,

只需令△‘/ △‘
,

8 / +
,

2
,

⋯
,

上面递推公式一样适用
#

为了求得加速度
、

速度
、

位移各9 在各时刻‘的值
,

最简单的是假设在时段 以
一 , ,

9
,

〕上的值

 氏 ∃
,

咬。
�
∃

,

硬武少
,

是各量在该时段初始时刻 ‘
∋
与 “之和的平均值 ∀图 % !

,

即有

2
, 、

− : ∀ 9
‘

! 一 : ∀‘一 !

二
或 : ∀‘! / 2 ,

一 : ∀ ∋一
‘ !

,

∀ 1 ; !

上 式中 , #

可代表低 ∃
,

 
+, ‘
∃或 体 ∃

,

而 :∀ <则可代表任冬
,

任、或  
二
∃

#

这样
,

不难得到各时刻的 任
#
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<云9
,

,对值为

Χ 5名 ,一 � 0一
,
8。 9

3

: ,一 � 0
·

哎云93
,

‘二 5名 ,一 , 0一“。
,
3

: ,
一

0
·

Γ云9。
,

,� Ω 0

二 5艺 ,一 � 0
, 一‘8‘9

3

: ,一 � 0
’

8, 9。
·

川川
, < ΤΤΤΤΤ 凡 <ΤΤΤ吠伙⎯

6
,

Π毛36ϑ,了
钊

Κ甲

图】 函数在 ‘时刻值
Γ

3

的近似表示 图5 有阻尼两自由度系统的强迫振动

方程 ,5 �0 的求解也可以通过寻求积分矩阵 = 的 。 个线性无关的特征向量简化方程实现
,

由于其特征值就等于 = 矩阵的对角元 素
,

要求得 。 个线性无关的特征向量是不困难的
,

但这

得到的结果和上述的直接展开法是一样的
,

在此不再细述
3

� 方法的稳定性

为了说明脉冲函数法积分格式的稳定性
,

考察单首由度
,

等时间隔的情况
3

在时间 ‘Χ 。、
‘

时
,

应有

云
‘十 ,

十 5右产
3十 <

: 尹5 < 3 十 ‘
Χ 大, < ,

,� Α 0

式中
,

= 为固有频率
Ο 心为相对阻尼系数

3

根据式 ,� Η 0
,

,� Ω0 有

久: Ο

甲 5右沙
: ‘ 十 护<武: ,

Χ ,不: < 十 井0 α 5
,

,� Ξ 0

利用 氏 , 。3

和 武的递推关系
,

可得

久十 ‘
Χ 加

‘
一 晒一 < 十 ,六: <

一 界一
、
一 介 , 工一 < 0α 〔5 ,6 山 钾△≅ 十 犷△产α Η〕

,

,� Β 0

其中

β Ρ ,5 一 尹△护α 5 0 α ,� 一 如△￡一 尸△‘
5

α 峨0
,

。 Χ ,6 一 如△‘二 尹△ ≅< α Η 0α ,� 一 伽△‘十 =之△‘5 α Η 0
,

� 4 0

谱半径方程则为

乍单位圆变换
,

设 几Ρ
6一

<

6一 <

户,几0 Χ 三5
一 护 一 ; 二 )

3

,

将方程 ,魂)0 从 人平面变换到
< 平面得

<

Η ) 0
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7) 矛 十 βΨ
]

十 ;) Ρ !
,

,Η � 0

其中
7 。 二 � : β : 。 Χ Η α ,6 : 勃△忍十 广△产α Η 0 Μ )

3

‘ Ρ 5 一 5; 万 ,Η如△,0α ,� : 勃△‘: 尹△刃 Η0 0 )3

; 。
Χ � 一 β 十 。 Ρ ,尹△ ≅< 0α ,� 十 如如 : 尹△ ≅,

α Η 0 Μ )3

,Η 5 0

由于上列系数全部大于或等于零
,
故 由罗斯一报尔维茨判据山

,

即 ] 的实部 −3 ] 簇 )
,

从而保证

了谱半径 �引 Θ 王
,

因此
,

本方法是无条件毯定的
3

Η 数值算例

犷 考察方法的精度和有效性
,

在
姚择咖

有精确解的系统作为算例
3

如图 5所示的有

阻尼两自由度系统
,

在简落力作用下系统的运动厉程为
3

〔Ο <心戒
5

Ρ �

一 � 名 , 飞
Κ

一

0十
工 5 声

厂 Α

火一 Ω

一 ”�9
‘土

0
一 8

Ω 5 �劣< 9 6

初始条件

,Η � 0

,Η Η 0

,ΗΩ 0

�一Ωχ
‘

一

亡!一

一=勺

一一,生

%%
月才、5%

#

‘月‘艺
#

忿
者#>#‘

+
∃ % ?

“ 蕊一
醉

1

粗 ?

、‘
#≅‘#

%为介

精确解为

 川三二之了
+
二,  % ? %

卜
#

%
! 目Α 9 — 二

叫0

声 + 勺

Β
‘

》。“时
#

Χ ∋

采用脉冲函致法进行数谁分析
,

时间间隔取为等时润肠
,

接递推公式 ∀ 1 % ! 一 ∀ 1 1 !逐步求解

后
,

每时刻的位移值按公式 ∀ 1 ? !计算
,

表%
#

2

衰% 位移值 二

‘ 箱确娜
Δ

#

Ε 2 Φ 1

%
。

2 ? Ε Ε

%
#

忍Φ ? Δ

2
。

? %1 1

凡 % ; % Ε

1
#

Β Ε Χ Χ

;
#

1ΧΦ 2

?
,

Δ 2Ε Ε

?
#

Ε ? ; Χ

Ε
#

2 Φ 1 2

一 Δ
。

Β 1Δ 2

一 Δ
#

% % ;忍

一 <
。

;湘;

Δ
。

Δ 2; Χ

Δ
。

;Ε Ε Β

Δ
。

Β 1倪
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表 2 位移值 舀

精确解
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第 �期 结构动力分析一种简易的直接积分法

表 5 ,续 0
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分别给出了△‘一
品

,

矗
,

晶
,

磊时接本文方法计算的数值解和精确解的比较
·

对于 ‘一 �
·

Ξ
Α44

时的峰值
, ] <

的相对误差 分别是 )
3

4 ε
,

。
3

�铸
,

)
3

�ε
3

)
3

)Β ε
,

介的相对误差分别是 Η
,

Βε
3

二
3

4 膝
,

)
,

Β ε
,

)
3

Ω ε
3

由此可见
,

本方法具有较好的精度
,

并且
,

精度可随着△‘的减小而提高
·

Ω 结论

, �0 本文提出的结构休系动力反应的直接积分法— 脉冲函数法具有原理简单
、

计算容

易
、

适用性强
、

精度较好等优点
,

并且具有无条件稳定的积分格式
3

其计算精度可随脉冲宽度的

减小提高
3

,59 本文的递推公式并不局限 于等时间隔
,

对于荷载梯度变化较大 ,如冲击力等 0的

地方
,

可采用较小的脉冲宽度 ,时间间隔 0
,

计算上并无增加其复杂性
3

,�0 方块脉冲汤数法同样

适用于结构体系的非线性动力反应计算
3

当采用二维或更高维的脉冲函数
3

则本方法可推广到

矛解无限自由度体系,如梁或板 0的动力反应间题
3
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