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弹性介质中直杆临界荷载凡的加权余量解

杜 耀 星

+土木工程系0

摘要 本文利用加权余盈法推导出位于弹性介质中的直杆
,

承受轴向荷载而发生弹性失稳时
,

临界

荷载 78 的计算式
3

关锐词 弹性介质
,

直杆
,

弹性失稳
3

临界荷载
,

加权余9 法

: 前言

建筑结构中的中心受压杆
、

中心受压柱
,

当其发生弹性失稳时
,

除了杆端受到约束外
,

杆和

柱的周围
,

一般地说都与大气接触
,

即所谓的无弹性介质存在
,

这类压杆的稳定计算
,

是大家较

为熟悉的
3

此外
,

工程中还会遇到另外一种类型的压杆
,

它是位于弹性介质中
·

例如在桩基工程

中
,

直接打到基岩上的钢桩和钥筋混凝土桩
,

桩的周围就是地基
,

它就是位于弹性介质中的压

杆
3

这种杆件当它发生屈曲时
,

弹性介质就会引起反力而反作用于压杆上
3

弹性介质的反 力 ;

+习并非均匀分布
,

一般地说 ; +二 0与杆件的挠度有关
3

我们在下面的推导中将假设弹性介质反

力 ; +< 0与杆件的挠度成正 比
3

可以推想得到
,

位于弹性介质中的压杆
,

其弹性失稳时的临界荷载会比无弹性介质中的压

杆要大
3

求解这各类型杆的稳定间题
,

可以用一般解微分方程的办法
,

也可以用能量法
,

本文介

绍一种简捷的方法
8

一加权余量法来求解
,

而所得的结果与能量解完全一致
3

加权余量法根据

所取的权函数不同而分为子域法
、

配点法
、

最小二乘法
、

伽辽金法和矩法
,

本文是利用加权余量

法中的矩法
,

关于加权余量法的计算原理可参阅参考文献【�工〔6〕
·

� 杆件挠曲线近似微分方程的推导

长度为 =的直杆 月>
,

假定两端校支
,

当它在临界荷载 78 作用下而处于徽弯状态
,

如图 �所

示
3

在推导出挠曲线近似微分方程之前必须先知道弹性介质的反力抓
? 0

,

进而再求出任惫截面

上的弯矩 万 +< 0
,

然后利用材料力学中弯曲基本方程式
,

立即可以得出杆件挠曲线近似微分方

3
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图 = 弹性介质中压杆的临界状态 图6 压杆的分离体图

关于弹性介质的反力盯
‘
0

如前所述
,

假定弹性介质的反力 ; +? 0与 月> 杆的挠度

叭幻 Χ 内
,

, 成正比
,

即

式中 尹为弹性介质的反力系数
,

其因次为力除以长度的平方
3

曲线可以表示为正弦曲线
,

即 ,

+= 0

对于两端为校支的压杆
,

其弹性
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万8 夕
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所以弹性介质的反力可改写为

, +?

卜、
, +
罕

0
、

又� 0

式中 、 为待定常数
, 。 为杆件弯曲时

,

半波的个数
·

考虑杆 ”, 的平衡
,

由 习
Φ Δ 。

,
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6 关于杆件任惫横截面上的弯矩 万 +幼

在距 月端为
? 处用水平截面假想地截开

,

弃除上面部分
,
保留下面部分

,

如图 6所示
3

考虑

留下部分的平衡可得
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建立杆件挠曲线的近似微分方程
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由材料力学可得

ΜΗ 广 ‘一 育+毖0
,

+Ν 0

将式 《40 代入式+Ν 0
,

则得杆件弯曲时挠曲线的近似徽分方程为

。曝群
钾一

黔礼
式中 拼 为杆件的抗弯刚度

3

+Ο 0

6 用加权余量法求临界荷载 卜

式 +Ο0 就是利用加权余量法求解卜的控制方程
3

在使用本方法时
3

应先选定杆件挠曲线形

状的试函数
,

选取式 +6 0为试函数
一 了 一

解
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由于所选取的试函数式+6 0满足杆件的边界条件 +并非一定必要 0 , , 二!和 Φ 二 =时
,

夕Χ !所以将

式+6 0
、
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利用加权余量法中的矩法
,

并取权函数为 Φ
,

即
‘

所谓蚁零沃矩 砚一
∃ ‘

一� ,

于是得加权余量的积

分为

Π 。
, 。  
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, ,

为了消除余量
,

令加权余量积分等于零
,

即
Γ ,

6解 6二汀 6那
? 、 Γ Γ 。
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因为
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,
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最后得弹性介质中直杆临界荷载 卜的计算式为
Γ

Γ 砂#Η
尸 Γ Γ ,

3
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卜 一 , 万
一
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式 + !0 中
,
二 为杆件弯曲时半波的个数

,

它是 =
,

6
,

� ,

⋯的正整数
,

其值与弹性介质反力系

数 尹有关
3

如果杆件是位于无弹性介质之中
,

此时 吞二 2
,

则 二 应取为 �
,

在这种情况下
,

式 +Ι幻



Β Α 华
3

侨 大 学 学 报 � 5 5 6

就成为中心受压直杆临界荷载的欧拉公式
3

根据临界荷载的含义
, 。的取值原则是应当使按式 +� : 0所求得的临界荷载为最小

3

对于极
Γ 3

Γ
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Γ
为柔软的弹性介质

,

此时 声很小
,

而 , 仍必须取等于�3 由分析可知
,

如果厂气带
3

时
,

应当取 ,

一 ? Φ

。罕
时

,

应当取一
6

·

如果 , 很大
,

则半波个数 。 可能增大至 � , ‘
,

⋯等
,

此时应当分

别以 。Δ �
,

Α
,

4等正整数代入式 +�: 0计算出二至三个 卜
,

然后取其中较小者即为所求的临界荷

载值
3
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