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两个不定方程的素数解
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摘要 本文利用 二次同余方法
,

给 出 :贻# 方程解的 素因子形 式和 万程有素数解 的一

个必要条件
。

并对一种特珠情况
,

给出 ) ; 33 方程素数解的 范围
。
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是否有无限多组素数解 ∗这是两个很著名的未解决的间题
” 。
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迄 今为止
,
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而且
,
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要条件是 ∋ � 2
‘”为素数川
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关于方程 ∋ � )
,
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4 . 3 ∋ , 一 1
, ,
一 � , 之外

,

还没有找到其它的素数解
。

8 % , “和曹珍富

等人对一些特殊情况给出了一些结果
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定理 & 若素数 尹二1 ‘( 浏凌)
, 尹: 1

,

∋ 2 , ,
,

,

)是方程 ∋ & )的素数解
,

则 ∋ �, 一主)和 ∋ �尹, 一》均非

素数
。

定理 � 当素数 ,三 + ∋ ( ;< 5) 时
, 二 ,

的素数因子必有形式=仲十 &或脚十 >? , & 4 当素数 户‘ 1

∋ ( 冈5) 时
, 0 ,

的素因子必有形式 =却十 &或=仰二 �声十 &
。  
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一 ,

定理 > 当素数 ,二 31? ≅Α  5 时
, 梦,

的素数因子必有形式 Β仰Χ �或Β帅Χ = Δ一 � ,
当素数 尹三 >

1二≅Α  5 时
, 肠 的素因子必有形式 Β助 Χ �或Β知十� , 一 Ε

。

定理 当 。 为偶数
, Φ
为奇数时

,

方程1�5 的素数解 1Φ ,

妇中
,

必有 ,三一 � 1? ≅Α Γ5
。
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,

, 和 � , Χ �都是素数
,

则
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。
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又因 ,三 >1? ≅Α  5
,

故� , Χ �二一 � 1? “Β 5
,

即�是 ? 团� , Χ �的平方剩余
,

得 �
,

二 3 1? 记� , Χ � 5
,

从

而 Ν 若三 9 1? ≅Α Μ尹Χ � 5
。

同理可证

引理 > 若 尹二 > 1? 冈 5
, Δ 和 � , 一 �都是素数

,

则 外二 91? 必� , 一 Ε 5
。
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,
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,

Θ � 了了Ο � , Χ �
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引理 � ,

若 � , Χ 3是素数
,

则 Φ ,

有真因子 �尹Χ 3 Ρ
由引理 >

,

若� , 一 3是素数
,

则 夕,

有真因子�尹一 �
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得
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,

则 �尹一 �和�尹Χ �均非素数
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。

� 定理�和定理 >的证明

引理  当素数 ,三 士Γ? ≅Α Γ时
,
Ρ , Χ ,

二 ≅1? ≅ΑΚ 5 Ρ
当素数 Κ三士 Ν 1? 记 Γ5时

,

头一 Φ
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。
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由辗转相除法得证
。

定理 �的证明 设 夕是
Ν ,

的素因子
,

显然
,

Ν, 为奇数
,

故 Κ 也 为奇数
。

因 �对Σ 好十 3三 3

1? ≅Α 甲5
,

即�是 ? ≅Α 叮的平方剩余
,

故 夕二士 � 1? ≅Α Γ5
,

由引理  
,

犷, 一 ,

二 9 1? ≅Α 宁5
。

又因 梦Φ ,

Υ �凡肠二9

1? 冈叮5
,

由引理Τ
,

叭三 9 1? ≅Α 宁5
,

其中
,

Α Υ 1� ,
7

夕一 � 5
。

显然
,

,
Ρ
Υ Ν

,

Ρ � Σ �均不能被 , 整除
,

1Ν , ,

Ρ ,

5 Υ �
,

故 乳 也不能被 , 整除
,

从而
,

己二讼,
,

即 �拟 1,

一 � 5
,

设 , Σ ΜΨ , Χ 王
。

当 叮三 � 1? ≅Α Γ 5时
,
叮必有形式 ΓΖ护Χ �

。

当 Κ三一 几1? ≅Α Γ 5时
,

若 Δ二3 1拍≅Α  5
,

则 由�却 Χ 3三夕二一 3 1? 团 Β 5
,

得 Ψ二> 1? ≅Α  5
,

故 Κ 必有形式 Β助Χ =户Χ 3 ,

若 , 二> 1:< ≅Α  5
,

则 由

�知Χ �三一 � 1? ≅Α 叮5得 Ψ三 � 1。≅Α  5
,

故 叮必有形式ΓΖ夕Χ ΜΔΧ 3
。
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定理 > 同理可证
。

> 定理 的证明

当 ? Υ �七为偶数时
,

由方程 1�5 得

户 三 �1 ? 阂妇

即�是素数 歹的平方剩余
,

故

1� Θ Ρ 5 一 1一 Ν 5甲 Υ Ν
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得 夕三士 � 1? 浏Β 5
,

但 Φ ,

一 �二 一 3 1? ≅Α Γ 5
,

故 Ρ三一 � 1< 、叭Β 5
,
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