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平面弯曲弹性失稳的加权余量解

杜 耀 星

6土木工程系 :

摘要 本文利用加权余量法推导出换长矩形截面简支梁在纯弯曲时
,

发生弹性失稳的
’

名界 弯 矩

<
。 ,

计算式
−

关健饲
−

加权余量法
,

弹性失稳
,

简支梁
,

狭长矩形截面
,

临界弯拒

。 引言

结构或杆件丧失稳定性都是床如其来
,

事先观察不到什么征兆
,

这在承受中心受压直杆

的弹性失稳现象已为工程设计人鼻所熟知
−

「

对子狭长矩形截面梁
,

尽管荷载是作用在最大刚

度平面粉内 6 见图 + :而发生弯曲
,

当荷载小于某一临界值时
,

这种梁的平面弯曲平衡状态

是稳定的
。

但是
,

由于梁的轴线不可能绝对平直
,

此外
,

荷载的作用线也不可能分毫无差地

与横截面长轴重合
−

所以
,

梁在外力作用下
,

除了在粉平面 内发生弯曲外
,

还会在二平面内

引起弯曲以及绕
“

−

轴的扭转
。

后面这两种变形
,

在外力不太大时乃属于次要变形
−

。

可是
,

当

外力不断增大而达到临界值时
,

由于梁横截面对 ( 轴的抗弯刚度9 ∗
,

和抗 扭刚度=肠远小于横

截面对
> 轴的抗弯刚度9 ∗

二 ,

所以上述的次要变形就会随着外力的增加而迅速增大
,

致使这种

狭长矩形截面梁的弯 曲平衡状态成为不稳定
,

直到最后发生弹性失稳
。

关于求解狭长矩形截面梁发生弹性失稳的临界荷载值
,

可以用求解弯曲和扭转角的微 分

方 丫 吮
’

办法
,

也可以用能量法得到求解
,

本文采用加权余量法来求出这种梁发生弹性失稳的

稿界不汀载

二
‘ 一 ‘ 」

关于加权余量法的基本原理
,

读者可以 参阅文 〔+ 〕
,

〔, 〕
−

扭转角微分方程的推导

在界用加权余量祛?本解本卿题的临界荷载时
,
首先必须建立本问题的控制有程

,

馨势转
角的微软方气

−

⋯二 >
− ! −

− ,
−

! ,
/

−

⋯

现以承受纯弯曲的狭笨参形截面帅真梁为例来推导扭转角微分方程 > 设这种拒形释面梁
在两端铰支处截面可以绕( , ≅ 轴作微小转动

,

但不允许有 ,
, >
方向的位移

,

也不可能 “ 轴转

本文 + 44 。一。Α一 Β4 收到
−
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图 ) 简支梁侧向弹性失稳

失稳时
,

在距月端为
∗ 的任意截面 + , ,

其形心
− 。沿 , 轴和 夕轴的位移分另!.以

。 , ,
表示

,

截面

的扭转角以和表示
,

如图 ) & / ( 所示
0

此
,

时
,

在两个主轴平面内的弯矩分另!.为

1
, 2 1 − 3 4甲 , & ) (

1
二
2 1 5 6 7 甲 , & 8 (

对于微小变形情况
,

以上两式可改写为

1
9 之1

, & : (

1
二

澎1卯
,

& ; (

而扭矩可取为
, ,

< =

)坦 > 2 一 ?≅∃ 一万—
0

< #
& Α (

对于弯曲和扭转的平衡微分方程式
,

由材料力学可知为

& Β (

< =

豆牙
’

其 中Χ !
,

和 Χ ! ,

分别为在两个主轴平面内的抗弯刚度

形截面的高度为Δ
,

宽度为 /
,

则可近似地取

Ε 二 & !Φ : (Δ卜
: 0

%。名为
狭
瘫

形截面的抗扭刚度
,

若矩

由于 ∃
,

远大于 ∃
, ,

所以失稳总是发生在最小刚度平面内9
,

为了求出临界弯矩 1
。 , ,

& Γ (

只需

考虑式 & ( 第三式对 义 求导一次得

& Η (

以式 & Β

Β ( 最后两式即可
0

为此
,

将式 & Β

少恤 2 Ι Ι

1
Ι Ι Ι

必
“

< ∗ ? ϑ Ε < ∗ ?

( 中的第二式代入式 & Η ( 得

少甲 Ι 1 ?沪

公砂 一
ϑ Ε云几

’

令
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Φ Γ Η <
,

面瓦
, 6 4 :

·

则得

砂切

Ιϑ
,

Κ Φ Γ甲 Η Β ,

式 6 +Β : 就是狭长矩形截面简支梁在纯弯曲下扭转角的微分方程
,

求解的控制方程
。

6+ Β :

这也就是应用加权余量法

, 用加权余量法求解弹性失稳时的临界弯矩<
。 ,

选取以三角级数表示的试函数

, · ‘ > “‘Λ

手
ϑ Κ ‘。7‘Λ ‘

于
ϑ Κ ‘。

7‘Λ “

于
ϑ Κ

一

如果只取此级数的第一项

甲 Η Λ % ? ”
一

≅ ϑ , 6+ + :

作为试函数也能得到足够准确的解答
,

其中�
,

为待定系数 Μ ∀
‘

将式 6 + + : 对 ϑ 微分两次
,

得

丝丝
Η 一 �

−

了兰、
‘ , ?。 万、 −

口Ν ‘ Ο 乙 # 乙

以式 6 + + :
,

6 + , : 代入控制方程式 6 +Β : 得余量为

Η %‘“
+

ϑ 为基函数
。

6+ , :

2

一
�

#

6汽
一
:
“ 7 ‘·

6
一

今
ϑ

:
Κ Φ Γ� 7‘Λ

牛
,

若取权函数Π
‘

等于基函数 ∀
‘ ,

即

一 7护一
0

一!!7一#
 9

0

”
,

别Κ
‘ 2 Λ , 2 Α 6 7

于是得加权余量方程
,

业令其等于零
,

即

一
, Μ ·Κ

‘
“Ν 一

∃9Ο
一 Π

&百(
’ :‘·

2 一 Π
!
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」
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呱
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工Σ ‘·
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4 ‘·

竿
< #

&竿(
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&竿 (Τ
2 。

,

由上式可知
,

必有

工
吕‘一 &万

一

(<∗
二 。

一 Π!叱 (
‘一

∗5.
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丈式 6 4 : Θ廷入式 6 +Α : 得

<
,

9 ∗ Μ
= 8

Η Β
,

、−,产
Ρ

万 !
‘了0、

听以

万
。 ,

2
万

!
了五万灭

。

式 & )Α ( 就是狭长矩形截面简支梁承受纯弯曲时发生弹性失稳的临界弯矩
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