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Ξ 。 <

一
,

8 3

为异札一 如 ≅ 〔介十 � 7ι
, ≅ ι

Θ
9〕 ςΒ 的任意正常数

4

易证必 7Δ
Α ,

万, 9满足引理 6 的条件
,

所以 Μ
。‘, �7 几

定义

& ” ‘

〔= 7Δ
‘
9χ ‘]〕 二 & 〔, 7Δ ‘

9 χ 7Δ , ,
, ] 9〕

,

2
, “ Ν

〔Ν 。= 。
4

〕 二 2
=

〔/ 71 9 = 71
, 梦, 9〕

,

��
几 ‘

〔, 二。二 ,〕 <
·

2= 〔Ν 7Ι 9χ 7 Ι , , , 9〕

� 
φ ‘

〔= , 。 , 。

〕 < 2= 〔= 7Δ
Κ

9χ 7Δ 、 ,

3 9〕
,

·

2
‘内 ‘

〔= ‘。 、, 〕 < 2。 〔= 7Δ ‘
9χ 7Δ

、, Ι 9〕

和

证毕
。

7� � 9

了于=Σ
“ , “

于
之

Σ杏
‘’ “

Τ”

9Τ
‘

’

⊥ Π 之。‘ 二

Σ
“
Τ

# ’

勺Σ
’

Λ 乙 
‘
’ ‘

Ψ ‘1 < � ϑ � 又Δ Ι , # ] ,

�
�“ , 之 , , 二 �� 之72

, 梦, 9
,

�
Η “ ‘ Ψ , , < �

Η � 7义
‘ , 2 9

,

7� � 9

则差分方程 7Ε 9一 7一3 9的解
= , , “ = 7Δ

‘
9χ ‘, ≅ = 、, 4

引理 , 若 = 7Δ
‘
9 χ ‘, 是方程 7一� 9的解

,

则 】
Ν 7Δ ‘

9 〔= �

7Δ ‘, , , 9 一 χ ‘, 〕 Σ7 8
·

7φ ≅ ‘ 9
4

证 明

= 〔,
·

7二 9。7二
,

, 9

卜
= = 7二 9

凳
≅

典
〔= 7二 9 , 7二

, , 9

卜
。7二

, , 9 ,
�

7二 9
么犷

# 万
‘ “尤 4 &, 夕

< Ν 7Δ 9
Β 7Δ

, � 9 〔Β 7Δ , � 9 一 Β 7Δ , 夕9〕
忍

, 7二
, , 9 ≅

类# 工 4
〔,

,

7Δ 9 χ 7Δ ,
万9〕 7�  9

& 几‘

〔= 7Δ
‘
9乙

·

7Δ ‘, 夕, 9〕 < = Β占, � 〔,
·

7Δ 、
9 χ 7Δ

‘, 夕] 9〕 ≅ 占二 �

〔了7Δ ,
9 χ 7万

‘ , 夕, 9〕

一 Β 7Δ
‘ , 刀, 9γ

。,

〔,
4

、。 7Δ 、 , 夕, 9〕

7Δ
‘

Π Θ Β 7Δ
, , 分, 9

丁

ηφ 叼Ι兰4

�
少

4

曲三7兰塑立二旦全笙业如
Ρ

一
, ‘: 7Δ , , 夕] 9 ≅ 占

= “

〔
Ν 2 , 7义

‘, 岁, 9〕
Β 7Δ ‘ ,

习,
9β

. Γ

—
乙

根据文 〔ϑ〕
,

易证存在8
, ,

使得当 = 落8
工

时
,

+&
φ ·

〔= 7Δ ,
97χ 7、

‘ , 夕了9 一 。 ‘, 9〕 卜 Μ& 〔= 7Δ ‘
9 = 7Δ , , 夕Κ 9〕 一 乙孟 ‘

〔
, 、⊥ Κ !

〕 Τ

、鬓尽丝
二鬓夕

α 二δ7 一州�二些 9 ≅ ⎯ φ ,

、 8

− ‘
5 / ≅ − 9 石

丁

ϕ Β Δ
7丁

, ϑ 9

α Δ δ7一吐匕些业 9 十 。解

2, 办 ‘

〔Ν 。。,。

厂
Ν 71 9刀 71

, 夕, 9〕

二 2
=

〔犷73 9 χ 73
, Χ , 9〕 一 2

, 森 ’

〔Ν 73 9 χ 73
, 夕, 9〕
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Π 。 口 〔= 7义 9 χ 7Δ , 夕9〕 Μ
。 ,

7人9口 7八
, ! 、

9 一 = 73 9 : 73
, Ω , 9

二 一 召 止乙上二岁 竺士望」 竺二三一 �
, Π 。

≅ 口
’ 、 “ ς

叮
“ ’‘ “ 产

以 竺才丫、竺 旦夕空么
,

一

汽
、

口Δ Σ
‘ 一 ”

’

‘一

φ

Π 。 。 Π , , 。 、
4

, 。
4 、

4

Π 4 , 。 、
口χ 7∀

, 夕、9
、 。〔= 7φ 9

一 Ν 73 9〕χ 7φ
, , , 9

≅ = 73 9咖7φ
, 夕, 9

一粉73
, , , 9〕< 一 刀〔/ ‘73 9χ 73

, 夕、9
≅ Ν73 9 匕学省,

竺〕
‘

刀卜
‘ 、

叼
门 、 、! 才日生Σ生竺 , 旦 �竺二二 竺二垫兰立竺艺三王乙一二生竺兰巴乙二止乙

尸 、
一

、 “ ‘ 一 、 χ ’ 口 6 了 ‘ “ χ 产 ‘

口Δ 尸 ‘一
φ

一 刀 〔
= ,

7。9 = 7。
,

, Κ 9 ≅ ,
·

71 9日丝旦
,

塑〕 ≅ 口Σ 〔,
, ,

7。9 ≅

丫
= ·

7Κ
,
9 = 。7。

, Κ , 9

口Δ 尸
‘

尸 ‘ 、
‘ ” ς

’

�
‘
。

� 了 ,

一
, 。 ! 了

, , 八 、 。
夕χ 73

, Χ 、
9

4

φ 口Θ χ 7曹� , 夕, 9
、

≅ 叹39 〔匕生摆罕刀 十答 丫 望、半乙卫�二〕 Μ
口Δ

’

� 口Δ Θ 尸 ’
一

Κ

Π 。
、

, ς 八 、 。
Π ς 、

4

、 Π
Π

, 八
Π 4 、 、

4

1 φ
。 , 。 、 Π , 二 Π

4

、

⋯
, 。 、

人 口
“
叮言

� , Χ , 9< 刀= ‘7∀9 〔χ 7φ
, 召Κ 9 一 χ 73

, Χ , 9〕 ≅ 刀
·

普, “ 7若
,
9 χ 7φ

, Ω , 9 ≅ Ν 73 9 二“二哥铸理二
一

” , , ! 了

”
“ �

’ ‘

”
‘ 一 “

‘

” “ ! 尹

”
‘ “ 产

� 口沙
‘·

Π 。; , , 。 、 = 口χ7 占
 , Χ ,

9
4

1 φ
Π 。 , 。 、 Π

4

, =
Π

4

、

二
, 八 、

φ 少χ7 言
� ,
刀 , 、

< 刀= ‘
73 9

·

φ

一
书异之三二‘ ≅ 刀

·

今
, κ

7言
,
9χ 7φ

, 夕,
9 ≅ = 71 9 一牛 立竺立丝 望竺三生

,

尸
’

‘ “ ς
‘
’

口Δ
’

尸 �
’ 、 习 ‘ 了 一 、 ; ’口 6 了

”
、 ” 了

� 口义 乙

其中 。Υ 言
Κ ,

言� ,

氛Υ φ
,

所以

Τ2
, “ ‘

〔=
。。。, 一 = 719χ 71 , 夕, 9〕 Μ成8φ

4

同理可证
Σ2

= 无 ”

〔, 、 。、 , 一 ,
·

7� 9χ 7Ψ
, Χ! 9〕 Σ成 , ]

,

� 
φ ‘

〔,“。 , 。一 了7Δ
‘
9 χ 7Δ

‘, 1 9〕 < 1
,

�
Η 无 ‘

〔Ν ‘χ ‘二 一 Κ 7Δ
‘
9χ 7Δ Θ , � 9〕 < 1

。

根据引理 η 得
=

当= 簇 8
=

时
,

Σ
= 7Δ

‘
9 〔。7Δ ⊥ , 夕, 9 一 。、, 〕 Μ7 8 7人≅ = 9 , 当

= 9 8
工

时
,

由式 7�  9 推

出 」五
φ Ξ

〔
,

一

7Δ ‘
9。

Κ ,

〕 Τ毛8
4

又

2
, “ ‘

〔Ν 。χ 。, 〕 < 八 〔
,

7∀9。 71
, Χ ]9〕 < = Κ

·

71 9χ71
, 妙, 9 一 刀

刁 〔Ν 7Δ 9 χ 7Δ , Χ , 9〕

口Δ

所以

同理

��
� “Ν

〔Ν 。 =
·

。, 〕 Σ7 8
4

Μ2
, 左 ·

〔Ν 、 。、 〕 Σ毛 ‘
,

��
 ” ·

〔
Ν = = 。

〕 Σ7
一 ,

Τ了
Κ 乃 ·

〔
,
·

⊥。‘, 〕 Σ‘8
。

根据引理 ? 知 Σ
/ 7Δ

,

9叭 ,
Μ7 8

,

故当
= 9 8

2

时
,

Σ
厂7二

‘
9 〔

χ 7Δ
‘, 夕,

9一 = ‘=
〕

‘

簇 8 7人≅ = 9
4

引理 �3 若八
!
是方程 〔� �9 的解

,

则 ΣΨ7
Δ ‘, 夕, 9 一 句、

�镇取人≅ = 9
。

证明

& φ ,

〔=
艺, 一 = 7Δ

‘, 万, 9〕 < & = 7Δ ‘, 万, 9 一 &
“ , = 7Δ

、, Ω ] 9

Π 。 。 口�之 7Δ = , 夕, 9
一 _ &

一
二

4

一Ρ
;

一[ ! Θ

一 占, “之 7Δ
‘ , 夕, 9〕 ≅ = 7� 一 Β ‘, 9占, �之7Δ , , 梦, 9

一 Β 7Δ ‘, 夕, 9
·

〔
日城 Δ ‘ ,

阶9

口互
一 γ 。, � 7Δ

‘, 夕了9〕
口� � 7Δ

‘。
即

、

9
十

4

一
;

台一孟

一
一

# Ο ‘

一 占
二 � � 7Δ ‘, 夸, 9

,

Σ&
“ ‘

7 8
·

〔= 7Δ
‘, , , 9 一 Ψ ‘了〕 Μ

写
〔￡

!空毒型
上!

≅

�
口�之7Δ

‘, = 9
‘

口万
�

〕[ η ≅ 8入
�

7 α = ≅ α α Δ δ7一 夕丝型夕9 = 57。 β 9 ≅ α 人
�

七
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、 α =
Σ � ≅

一粤一
二 。Δ 。7 一 些丝二丛旦99 Μ ≅ α 1 Θ ,

功Β Δ 气/ , − 9 ￡

Τ2
Κ “ ,

〔= 73
, 亨, 9 一 Ψ 。, 〕 卜 刀

日Ψ 73
, 夕, 9

口Δ

Ψ 7φ
, 夕, 9 一 之 73

, 夕, 9
7 8 φ

同理

Μ2
= 无 ,

〔= 72 , 夕, 9 一 Ψ 二 , 〕 Μ7 8 φ
,

2
Β ‘ 5

〔Ψ 7Δ
、 ,

1 9 一 Ψ 、。〕 < 3 ,

2
‘φ ’

〔Ψ 7Δ
, � 9 一 Ψ ‘、〕 二 3

4

由引理 η知 Τ
= 7Δ

= ,
, , 9 一 = ‘,

Μ成8 7φ ≅ = 9
4

综合引理 > 和引理�3
,

易得

定理 若武
Δ ‘ , Χ , 9

、 �“ , 分别是微分问题 7� 9 一 7ϑ 9和差分格式 7Ε9 一 7�3 9的解
,

则

Μ
: 7Δ ‘ , 夕, 9 一 : ‘,

�7 8 7φ ≅ = 9
4

 数值例子

在正方形区域 Σ ∀ 簇 Δ ,

, 镇 � Μ考虑方程

< � 7夕
Η 一 � 夕 

9 一 7Η夕习 一 Ε Χ� 97Δ Θ 一 Δ 9
左一左」口一口

一

,勺
‘

一义口一口口� �‘

− 议
一

几
一 ≅

口刀Ψ

口刀
Π

仁夕 一 一石 丁, !
# Ο

< ΧΗ 一 � Χ  口
左 Π

仁: ≅ Ρ 三 一 ! 二 一 2 < 万
”

一 艺万
。

# Ο

=
!

, 一 。 , =
2

, < Κ 二 Δ ‘一 � Δ  一 6 Δ , ≅ ηΔ ≅ 6
,

容易证明该方程满足相容性条件
4

直接解退化方程得

= 。7Δ
, 夕9 < 7夕

, 一 �对 
9 7Δ Θ 一 Δ 9

,

根据引理  ,

求出问题的渐近解为

= ‘7Δ 4

。9 < 侧 7Δ 4

、9 ≅ 7Δ 绪一 � Δ  一 ΕΔ � ≅ 6 Δ ≅ 6 9 α Δ β 7 一匕夕9 ≅ 1 7 = 9
Π

在计算机上解差分方程组
,

将计算结果列于表 �
,

与渐近解相比较
,

易见和理论相符合
4

表 + ( 二 � ς  � 时渐近解
、

数值解和误差表

φ< � ς  � 点坐标 渐近解 数值解 误 差
告

7  � ς  �
4

 � ς  � 9

7  � ς  �
,

 �ς  � 9

7  � ς  �
,

 3 ς  � 9

7 � ς  �
,

ϑ ς  � 9

7  �ς  �
4

 �ς  � 9

7 �Ε ς  �
,

 丫 � 9

7 � Ε八乙 � 6ς  � 9

7 �Ε ς  �
,

� ς  � 9

7 3
4

�Ξ ς  � 9

6

3
4

 3 6 ϑ ϑ ? Ε

�
。

 ϑ � �? − 一 �

3

3
。

 Η ϑ � > � ?

∀
。

Ε � �ϑ ? Η  

ϑ
4

ϑ 3 ϑ  Η 6 − αη �

�
4

ϑ 3 � 3  6− 一 ϑ

3

3
4

 3  > >
�
卫

�
,
了> 3  , Θ − 一 �

一 6
4

引 Ε 6己. − 一 ϑ

￡< �3
一 � 。

 Η � 6 Ε >  

。

Ε �> 6 ? ϑ Ε

ϑ
4

ϑ 3 > 3 3 ϑ 百一 �

�
。
了> Η ϑ Η Ε − 一 ϑ

一  
4

? � � ? >  − αη Η

3

 
4

ϑ Ε 了  己Θ了一  

�
。

Ε 3 > � Ε  − 一 

6
4

Η �Ε 6 ? ϑ − 一 ϑ

�
。

ϑ 3  � ϑ 6 − 一  

�
。
6 > ? Ε Β > − 一  

一  
4

Ε ϑ了? Ε  − 一 ϑ

一 �
4

> � ϑ 3 > �− 一 Ε

 
4

? � �? >  − 51 Η
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添不 才

人二 州 � 点坐标 渐近解 数值解 误 差
件

￡< �3
一 。

7 3
,

2 9

7 1
,

 Τ ς  � 9

7 3
4

 3 ς  � 9

7 1
,

ϑ ς  � 9

7 2ς  �
,

 �ς  � 9

7 �Ε ς  �
4

 �ς  � 9

7 � Ε ς  �
4

�6 ς  � 9

7 � Ε ς  �
,

� ς  � 9

7  � ς  �
,

ϑ ς  � 9

6

3

∀

3

�
。
?  ?  �6− 一�

3
。

�  Η  >

ϑ
4

ϑ 3 ϑ  Η 6 − 一 �

�
。
ϑ 7〕� 3  6 − 一 ϑ

3

一 ?
4

? 6 ? Η � >− 一 Η

一 ?
4

� 6 3 Η Ε Η− αη Η

一 Ε
。

Ε Ε 3  Ε ? − αα Ε

�
。

6 >  > ? � − Ρ �

3
。

�  Η  > � ?

ϑ
,
ϑ 3 Ε 胡Ε百一 �

�
。

ϑ > �  Η � − 一ϑ

一 ϑ
4

Η �巳ϑ > 习一Ε

3

?
4

? 6 ?Η �> − αα Η

?
4

� 6 3 Η Ε Η
4

− αα Η

Ε
4

Ε Ε 3  石.− 一召

Η
,
Η   Η ? 6− 一Η

一 �
。
? � 6 > Η � − 一稼

一 �
。

�� ?  。百
;

ϑ

一 
,
>犯冲6刃一6

ϑ
4

Η � ?ϑ > − 一Ε

带表中误差是指渐近解减去数值解
4

表 � 。< �。
一 ‘
时渐近解数值解和误蕊表

￡ 一 �3
Ρ 点坐标 渐近解 共忆仔

、今卫 误 差
4

; 2’’了‘

< � ς ϑ Η

7 3
4

� 9

7 3
4

�ϑ ς �
,

Ε 9

7 3
4

�Η ς � Ε 9

7 1
,

ϑ ς � Ε 9

7 � ς 丁Ε
,

ϑ ς �Ε 9

7 ? ς � Ε
,

� ϑ ς � Ε
’

9

7 ? ς � Ε
,

了ς �Ε 9

7 ? ς � Ε
,

�ς �Ε 9

7 �Ε ς �Ε
4

ϑ ς �Ε 9

6

3

∀

∀

>
4

ϑ 6 ϑ Η己己五
’

一 �

3
。

� �? ? Ε   

3
。

3 ��己6 Η Ε

�
4
�? � ϑ ϑ Ε − 一Η

3

月

一 Ε
4

Ε ] ? Τ �Θ − 一  

一 ϑ
。

川万� ϑ 6 竺
厂一 !

一  
4

Η ? Ε > � � 厂一 盛

,
4

� ? > 6 > � 五
’

一 乞

∀
。

� �? ? � Η �
‘

3
。

∗ � Σ!Ε  

� , Ε Η ϑ 3 ? Η − ; Η

一 �
。

ϑ 了了3 �? − 一 Η

3

α
。

Ε ] � �� − 一  

ϑ
4

6 Σ6 � ϑ 6四αα  

 
4

Η ?  > � �五二 Η

�
4

 ϑ 舀> Η五αα  

Η
4

Η � 6 � Η−
‘ ϑ

一 �
4

ϑ � �分 Η石拱心
,

4

一 Η
4

Ε � ϑ � 6  万αα η

�
4

ϑ 6了3 �?云Ρ Η

7 3
4

� 9

7 3
4

Ε  ς Ε Η 9

7 3
4

Ε � ς Ε Η 9

7 3
4

� 3 ς Ε Η 9

7 ? ς Ε Η一 ς Ε Η 9

7 � ς Ε Η
,

Ε  ς Ε Η 9

7  �ς Ε Η
,

�3 ς Ε Η 9

6

一 �
4

 � � ?
护

了Η Η − 一 Η

一 �
4

� ϑ  6 ϑ � �犷λα Η

一 �
。

�  了> Η  − 一ϑ

�
。
Η 6 己 污�五二 �

3
。

� Η � �? > ϑ

�
4

� ? 6 ϑ ? � − ηα �

7  夕ς Ε Η
,

Η ς Ε Η 9

7 2
,

� 3 ς Ε Η 9

6

3

3

3

�
。

Η > 3 3  �五认 �

3
。

� Η � �? > Η

3
。

3 Τ � 己6 Η Ε

�
。
Μ α� ϑ ϑ Ε 石

,

αα Η

3

�
4

2Βϑ Ε � Η− 一Η

一 �
4
� �  Ε Ε− αα ϑ

3

�
。

 � ? 6 ΗΗ− 一 Η

�
。

� ϑ  6 ϑ �− αα Η

�
4
� Β 6 > Η  − ηα ϑ

�
。

�Ε Η3 ϑ �− ; Η

一 �
。
3 Η  3 ? �− ‘了

一 �
。
� �Η ΗΗ Ε − 一Ε

一  
。

3 Ε ? � � Ε− 一 了

�
。
� �  Ε Ε − 一ϑ

带表中误兰是指渐近解减去数值解
4
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