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不定点飞行多级火箭的最优控制
吴 朝 阳

6营理 9歹巨
、

科学系 8

的要
「

、

之月汉大汽顶理及劝态
’ 一

洲
, 产
不定

#

从飞 了多级 址价的最龙才三制问种
,

得出最 , 空制为

二 夕
, ,

尹二 明
。

的洁 浪
%

关键词 多
一
:

二 、

箭
%

段 优拄 飞际

。 引言

关于多级火箭
,

对其最佳质量比
、

最大有效载荷
,

最省推进剂方案及最大末速度一般变

化规律等问题的探讨
,

已成为多级火箭理论研究的一翼
,

这些问题
,

川外的 +
%

7#
; < ‘ ; = ,

>
%

! ; = ‘= ;

?≅
,

>
%

,
%

Α Β## Β< Χ 3及国内的竺苗龙
、

汇众
、

为民
、

广宇等人做 了不少的工作
,

除竺苗龙的专著 《星际飞行中的几个问题 》6 陕西 �& Δ �版 8 外
,

有文献 Ε � 〕
,

「� 〕
,

Ε Φ Γ
,

Ε Η 〕等十几篇文章
%

而这些研究
,

都是假定火箭在无空气动力
、

无重力的条件下
,

即火箭末

速度符合齐奥尔科夫斯基公式的条件下进行的
%

本文对火箭末速度的 最 大 值
,

在 考 虑 重

力
、

末速度方向任意给定的条件下进行了探讨
,

它不仅是齐氏公式的推广
,

也是对火箭最省

推进剂问题等最优控制问题进行更符合实际的研究的基础
%

� 单级火箭的最优控制

有常重力作用在垂直平面飞行的单级火箭
,

假定主动段终点位置 自由
,

时间自由
,

要求

末速度在
%项角为口

, 6Ι ϑ Δ 了ϑ 二 Κ �8 的条件下其值 ! , 达到最大
%

以发射点为原点
,

平面 ∀Λ Μ为火箭运动的垂直平面
, 万轴

与常重力场反向 6 图 # 8
,

记火箭质心位置为 袱
Λ ,

豹 ,
速

度矢量为衫6Ν , , 8
,

则有运动方程

Ο Π ) ,

Μ 二 ! ,

Π 6Θ
口加 8; ∀ Ρ切 ,

Π 6Θ口Κ Χ 8Η Β Σ 卯 一 ? ,

6 � 8

Χ Π 一 刀
,

本文 �昭争 Ι� � ∋ 收到
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其中
Θ
是等效排气速度

,

刀是质量秒耗量
%

端点条件为

≅ Π Ι Τ 尹 Π Ι , 莎 Π Ι , 爪 Π 从。 ,

≅ Π ≅, Τ Υ 6 ≅, 8Κ
。6≅ , 8 Π ≅ ? Ρ

。 , Χ 6≅ , 8 Π Χ # ,

指标为

1 Π ! , Π
甲

。 ,
6≅了8 刁

一

Υ ς 6 ≅了8

控制区域是

Ι 镇夕6 刀Χ
。 Λ ,

Ι 簇 甲6 二 Κ �
,

. < Χ Β#≅ ∀ Σ 函数为

6 � 8

6  8

. Π 从左 Ω 姚公 Ω 6久
 ; ∀ Ρ甲 Ω 入

‘Ρ# Σ 甲 8 一 入
‘? 一 久Η

夕
,

共扼方程为

厂
, 二 口.

Π Ι
,

二 Ι ,

Π 一 又Ξ ,

Π 一 , � ,

6 Φ 8

6 Η 8
、

6 Ψ 8

6 ∋ 8

‘刀
二 一下下Ζ

气人 Θ Ι Η 叨 Ω ,
、

否Η � �� 6[8 8
Ζ

Χ
%

丝内丝内柳
�

如丝面一一一一一一二一一一一

。

肠
�

肠
·

从
·

肠

横截条件为

一  ! ∀ # ∃ %
价刃 # ∃

�

∃毛夕 # 入&乃之
, # 入‘乙∋ # 入(占) ∗ 一 乃厂∗ 二 + , , 百− 少

开关函数是

兀 。. , / 0 ) % 12
, 一 乳。

,

, , 、

其中

2
、 . 久& 3 4 5切 # 久6 5 7 ) 切

8

从端点条件可得横截条件有

孔9 , 艺: 1 二 ;
,

入∃ , ∀ , 1 二 ; ,

入& , :
,

1 。
、

; ( 01 : # 入
‘
, ∀ 了1 ( 7 ) 4 , 一 9 . ;

。

与共扼方程联立
,

有

入∗
三入

∃ 二 ; , ∃
�

& 笼入。, ∀ , 1
,

入6 三 沪‘, ∀ , 1
,

、

而且入
& , ∀ , 1

,

孔‘, ∀ , 1不同牙<
·

为零
。

应用极大值原理
,

控制量沪使 达到极大
,

故 ‘达到极大
�

因此
,

切只能取少 二 +或切 . 二 0 ∃

或使
会

. ”的 ,=�

易见甲 二 。有> , ? 4
, 甲 . , 0 ∃有夕

, . 二0 ∃ 皆非容许控制
,

因此最优控制甲
‘
使孔一 。,

且
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7 ∴ 3甲来 Π
久 6 ≅ , 8

甲又蔽� , 8车砂
‘
6币

’
ΡΒ Σ 华带 二 从6≅ = 8

口丽丽Β万百示丽动
’

山最优控制的存在性知。ϑ 切
带 ϑ 叮 �

%

对拄制口应 用极大值原理
,

有

月Χ
‘ 二

Ι ,

蛛] Ι

肠ϑ ∴
,

6� Ι》

∀ 毛召蕊夕Χ
Ν Λ ,

肠三 ∴ ,

一一
&尸

而由式 6 ∋ 8

又
。一

典
Σς

‘

6入
 ; ∀ Ρ华 Ω 久Τ Ρ Β Σ 卿8

: Θ 口
,

:

一
Χ ς 儿 甲 Ζ

故
Ν 了 Θ , ,

⊥
’

;刀
娜 Π
火

一

于二一 尤甲 一 “‘

少
二
丽

� 友甲 十

‘
:

:

公
: :

: 犷
, 二 三 苏

1(ς 4了乙

在呈优控制上 _ 。 二 ∴
,

故 _ 。Π Ι
%

由火箭起飞的条件知介。6Ι8 ] ∀ ,

故_ 。] Ι
’

⎯亘成立
%

因此
,

最优控制为

口三刀
Χ Ν Λ ,

甲三切辛 ,

而叨可求出如下

左6≅ , 8

Π

⎯
‘ ’

卫
Θ 。 3 Ν ·

、, Π 。 , Σ α 。 7 。 3 Ν ·

( ∴ 阴 朋 �

6� � 8
·

Ν ,

6 ≅,
8 Π 9

“
6叨

Η Β Σ 、、 一 ?
、、

, 一 。 工Σ

二
3、Σ β

亏, 一 ? , 了
,

( ∴ ⊥
矶 Κ 了�� �

6�� 8
Φ

曲月二 声Χ < 、

求得 ≅了 Π 优 。 一 从 Λ

肖Χ
< Λ

%

再由约束条件试 ≅ ,

8Κ #≅6 , ,
8 二 ≅? 夕

, ,

有

≅ ?夕
, Π

Θ 1Σ 少
∀ 一 Ρ ΒΣ 卯带 一 ? ≅ ,

Χ #

6�  8
Θ 1Σ 二鱼一 Θ ∀ Ρ笋辛

可 得

切举 二 氏 Ω

优 �

· = “ Ρ ‘Σ

6
? ≅了 Θ ∀ Ρ ∀ =

Θ 1Σ 夕渔
Ζ

椒 �

6� Φ 8、卜
了

所以
,

本节结果为

丫�

夕带 Π 刀Χ
< Λ ,

切‘ “ 夕了 Ω < = 7 Ρ‘Σ

6
? ≅, Θ ∀ Ρ 月

产

Θ 1Σ 少#。:

用 #

� 二级火箭的最优控制

二级火箭的运动方程与式 6 � 8形式相同
,

但两级火箭的排气速度
Θ Ν 、 Θ ς ,

质量秒耗量
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声
, ,

爪等参数则各不相同
。

记第一级火箭熄火时刻 ≅ ,
时的速度值为 !

, ,

倾角为
< ,

则“ 6≅
Ν
8 Π 玖“ ”““ , ”6≅ Τ 8 Π !# “ΒΣ < %

应用χ ; , , Χ < Σ
最优性原理

,

最优控制使两级 火箭分另#(达到最优
,

因此不存在中间推力弧
,

也没有自由飞行段
,

所以有

口Τ 今二夕
Τ Χ < 二 , 切Τ 兴 Π 沪, 。 ,

6 � Η 8

夕
Ν 带二夕ς Χ

< Λ , 叨� 农三切 � Ι %

6� Ψ 8

记第一
、

二级火箭包含负载的总质量分别为 Χ 。Ν 、

听
� ,

包含负载的空质量分别 为 Χ Τ , 、

:

二 Ν Ν ,

则有
/ 6, 了8 一 。6亡

�
8 二

δ
“‘�口� 。。Ρ , ς ε ≅ Π Ν ς #Σ

互
。。 , β � 。,

‘� Χ ς Χ � �

6� ∋ 8

·6Ν 了卜
·6 Ν δ 8 一

丁8Ν6冷
Η �

一 8
、才Π

一 Ν ΝΝ Η ΒΣ 切 Ν ∀ 一 ? 6≅了 一 ≅# 8 6� Δ 8

再由式 6 Λ # 8
、

6 一� 8 有

/ 6艺
了
8 Π ; �1Σ 塑创

从 � �

; ∀ Ρ甲� Ι Ω Θ ς 1Σ 次0兰 ; ∀ Ρ卯� Ι ’

6 � & 8
脚 � �

Υ 6≅,
8 Π Θ � � Σ 望卫」

矶 � �

Η ΒΣ 甲� Ι Ω Θ ς 1Σ 卿卫兮
∋∋ 乙� �

Η Β Σ 切� Ι 一 ? ≅= , 6� Ι 8

其中

≅ , Π
爪 。
一 从 � Ζ

口
, 二 。 二

%

Χ
Σ ,
一 次 � ,

十一
’

云孤石丁
6� � 8

假定夕
, 、

刀� 、 ; Τ 、 ; ς 、 Σ �Ι Τ 、 , Σ , � 、 , Σ 。� 、
Χ � �
为火箭的固定参数

,

则由< 的定义
,

有
Υ 6≅ ,

8Κ
/ 6≅ Τ

8

Π ≅? < ,

参考上一节即知甲
Ν 。

是 < 的单变量函数
,

可记 切, 。 Π 甲,
6<8

%

同时
,

/6 ≅ Τ
8 Π 。,

6< 8
, “ 6≅ Τ 8

Π 。 ,
6< 8也都是

< 的单变量函数
,

再由式 6 Λ ? 8
、

6 � Ι 8 及终端 条件
。6≅, 8Κ

/ 6 ≅了8 Π ≅ ?口
,

知切� 。
也

是
< 的单变量函数

,

记恤
。 二 切� 6<8

%

整个二级火箭的最优控制使 !
了

达到最大
,

而由
Ν 6≅

,
8 二 !

了。。Ρ夕
了

及。6≅
,
8 二 !,

Ρ ΒΣ 夕
,

知 Ν 6≅
了
8
、

城 ≅,

8与!
了

同步达到最大
,

也就是说
,

最优控制要求角
<
使

。6≅
,
8
、

Υ6 ≅,
8都达到最大

%

为简便计
,

记 + 二 Θ# #Σ
机 Ι �

”� � � ,
χ Π ‘� 1Σ ς犯卫互

刀 δ � �

,

则

侧旦
Π 月6一

,

ΒΣφ
,
8
胆

Ω Ν 6一
Η Β Σ Ν � 8
恤

,

< ) < ) “ 叮

6� � 8

顿
一

ε<ε Μ 6≅了 8

ε <

Π 了9Θ ∀ Ρ切# ε 甲
�

%

。 : : 。
一

一〕一 一
宁 刀

‘曰 。
甲 �

< <

6�  8

由
ε 友 6≅,

8

ε <
Π ∴

,
ε Μ 6≅了 8 :

ε “
Ι 可推出

; ∀ Ρ甲ς Ρ ΒΣ 甲Β 一 Ρ ΒΣ 华ς Θ ∀ Ρ沪, Π Ι ,

即

Η ΒΣ 6沪
, 一 甲�

8 Π Ι ,

因甲
Ν
任〔。

, 二
Κ �〕

, 甲Ν 任〔Ι
, 二Κ �〕

,

故此时有

伊Β 二 沪� 。 6� �》
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又 由。6≅ ,
8Ρ Β Σ ∀

, 一 Υ 6≅了8 ; ∀ Ρ ∀
,
三 ∀ ,

对
<
求二阶导数 有

性。ΒΣ 6∀
, 一 , ,

8 6旦尸
,

、
� 、 , Θ 。 3

6。
,

、 < < Κ

Ω χ ? ‘Σ 6“
, 一 , � 8

6货8
� 。

一

Ν
一 6。

,

一了 一 , � 8

努
一 β � 8

努
二 。

%

而在角
<
使

ε / 6 ≅,
8

ε <

: ε 6/ 了 8

ε <

Π Ι时
,

ε 左6 ≅ ,
8

ε <

二 一 + ΡΒ Σ 切#

切�
且

γ 。 Τ : : ε 切
�

一 刀
口 # / Α ς 一

=

一
,

< <

故此时有

+

骼
Π 一 χ

鲁
,

把它与切
Τ Π

ε ς切� :

ε < ς

切�同时代入式 6 �Η 8
,

则有

不简象而 Ε6
+ ·

宁8
Η‘· 6“

了一 “
�
8

6鲁 8
� · +一‘“

, 一 “
�

,

韶
一

」
·

。
二

使‘左6
‘· 8 一

蜒幼
< “ < 以

Π Ι的“ Π < 带
处

,

有

坐代6 Ν
了

上 Φ 一
, 。。。, �

6票、
� 一 、 Η Β Σ , Ν

缈
� 一 Ν 。。 3 Ν �

6华、
’ 一 Ν 。ΒΣ 、ς ε Ν省

‘

以 / “

(
< 二 < 帝 、 / / Κ 以 “ ⊥ 7 / Κ / 6‘

把式 6 �Ψ 8 及切
, 二恤代入即有

ε
ς / 6 =了 8

ε < ς

+ ; ∀ Ρ夕,

χ ; ∀ Ρ6乡
, 一 切 ,

8

‘“ Ω “ ,

6会8
“ %

一一

条口一一<

已
%
%
%月%,% %

%
%%%%%%%%

口

这说明在角唯 η<
, Π 。 。 , 。

= ,

一 少 /6 ≅
Τ

8
: :

ι
, , 、

儿 ι
:

二 口
: 。 一 。 二 一

) 盯圳(们 一 Ζ Ζ 二厂二
ι

一 咬 ) ,

囚此
,

还件阴< 步亡 “住一则
,
上,

一

匕优#6⊥ ‘ϕ 户
< “ ‘

达到最大
%

下面通过计算来求出户及最优控制甲
, 。、

仇。 ,

由式 6 �Φ 8 有

赵6 ≅,
8

Υ 6≅ , 8

6+ Ω χ 8
; ∀ Ρ甲� Ι ,

6+ Ω χ 8 Ρ Β Σ 切� Ι 一 ? ≅了
,

应用式 6 �Φ 8有

切<∀ Π 夕
= Ω < = ; Ρ ΒΣ

? ≅ , Θ ∀ ΡΡ
, :

+ Ω χ 一 Ι
, Ω < = ; Ρ Β Σ

? ≅ , Θ ∀ Ρ夕=

6� Δ 8
Θ , 1Σ 黑

Ω Θ Ν 1Σ 竺
。互

爪 � �

易见 ∴
,

落切
, 。6 , Κ �

,

而
/ 6 ≅,

8 Π +
; ∀ Ρ甲Τ ,

Υ6 ≅Ν 8 Π + Ρ ΒΣ 切, 一 ? ≅ Τ ,

。 6≅ Ν
8Κ

/ 6 ≅Τ 8 Π ≅ ? < 来 ,

故

6� & 8

‘

、%%产

一�Ι
#中

姿‘Η
?Θ∴

一月

< , Π 二 Θ ≅ ?

6
≅ ? ,

�。

可以证 明夕
,

‘ < 李《华
, 。 ,

因此 < 带
是存在的

,

再由唯一性知最优控制为
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夕, 余三口
Τ Χ

< 二 ,

夕� % 二刀
ς∀ < 二 ,

甲 Τ ’三 沪�‘ Π 口, Ω 。 = 。 , ΒΣ
Ζ Ζ Ζ

一里Ξ些乡夕
,

Ν � 1Σ 了Σ ∀ #
一

Ω
」

Θ ς 1Σ

双箱

厂κκκΝ
#=<κ;Ρ

;Ρ

 多级火箭的最优控制

多级火箭在终点位置 自由
,

时间自由
,

末速度在倾角为 ; ,

6Ι ϑ 口
了

ϑ 二Κ �8 的条件下达到最

大值的最优控制
,

结果与上节相似
,

下面 以三级火箭为例进行讨论
%

应用动态规划理论
,

三级火箭的最优控制使由第二
、

三级火箭组成的
“
二级子火箭

” 的

控制是最优的
,

因此
,

有最优控制使 刀
� 二夕

� Χ  二 ,

口 三 凡Χ Ν 二 , 甲�
三甲 三物。。 由最优性

,

又知

第一级火箭达到局部最优化
,

因此也有刀
, 三月

, 。 Ν Λ , 切 Ν
二切

, 。%

记 + Π ; #ΞΣ 次 , ’

阴 � �

刀 二
ΘΞ#

Σ 望四

爪 � �

Θ Π 勺 �Σ 巡竺
,

假定第一级火箭熄火时刻 ≅ Ν

时火 箭速

度值为 ! 1 ,

倾角为
< ,

则

Ν、6之
工
8 Π !

工; ∀ Ρ < Π + ; ∀ Ρ切 Τ ∀ ,

Υ 6� �
8 Π !

Τ Η Β Σ < Π + Ρ ΒΣ 甲� Ι 一 ? ≅, ,

/ 6≅ ,
8 Π +

; ∀ Ρ切� Ι Ω χ ; ∀ Ρ甲 � Ι Ω 7; ∀ Ρ中 。,

Υ 6≅ ,
8 Π + Ρ ΒΣ 切 , ∀ Ω χ Ρ ΒΣ 切� 。

一

卜7
Ρ ΒΣ 切 。 一 ? ≅, %

油控制的最优性
,

对任何
< ,

有姚
。
三 叨 。,

即

卯�
6< 8三沪

 
6< 8

,

所以

6 Ι 8

6 � 8

6 � 8

6  8

热≅≅8
二 一 , Ρ Τ Σ Ν ,

胆
一 召Η ΒΣ ,

�

妙
一 ΘΡ 、。 β 。

物
口口 己 口 口口 口 住

Π 一 + 3 ‘· ,
�

鲁
一 6χ Ω 7 8

3‘· β  

货
Π “一 Ν �

势
、

一

6“
一

、78
。。Ρ

为
货

%

6 Φ 8

ε 口 6=
,
8

ε <
6 Η 8

与上节相似
,

有唯一角
< 使。 6≅

,
8

,

州 ≅,8 达到最大
,

此时有

沪�Ι 二 甲 Ι
。

综上结果
,

三级火箭的最优控制为

9Ν
’

Ν重Ν
#Χ

一

⎯
尸 “

一
尸 ς Χ ∀ Λ ,

� 吞
 带三口

 Χ 。 Λ ,

9 切
Ν下三 甲� 带兰卯

 下 二 甲, 。

6 Ψ 8

经计算可得
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切辛 Π Δ
, Ω < = ; Ρ ΒΣ

——
6  ∋ 8

Θ #1Σ 脚。二

�儿 � �

? ≅ , ; ∀ ΡΡ
,

Θ ς 1Σ

1ΣΙ
�

�刀 � �

, 矛ι 烧。乡

宁 ‘  上“
Ζ

—Ν推 �  

其中

≅,ΠΠ 望苍珊
�

Σ 级火箭的最优控制为

Ω

煞哗
’

尸 � 1Σ ‘ 工

刀� Σ  一 1了�一 

口
Ν Χ 。 Λ

一般地
,

刀
Ν 令三夕

‘Χ < Λ ,

Β Π � , � ,
⋯

, , , ,

切 ‘’三 “
, Ω < = “Ρ‘Σ

气“
, 7 ∴ Ρ夕

,Κ 澎
“’Σ 笼厂8

, 6 Δ 8
才Π � , � ,

⋯
, Σ Ζ

其 中
, ‘, 一

习〔6Χ 。‘一 Χ Τ ‘
8 Κ 口

‘Χ 一〕
%

Φ 火箭作空间飞行的最优控制

先考虑单级火箭
,

设坐标如图 �
,

常重力沿
Ν
轴的反方

向
,

球坐标参数为沪及 Ψ
,

其中。6 卯毛�二 , 。6 夕落 ,
Κ �

%

设单级火箭在三维空间飞行
,

终点位置及时间都是自由

的
,

要求 目标函数 1 Π !, 在末速水平顶角为 Ι 了6Ι ϑ Ι
了

ϑ 二Κ � 8

的约束下达到最大
%

记火箭质心位置矢量为创
Λ , 万,

的
,

速度矢量为 衫6/,

。 , 留 8
,

则火 箭运动方程为

⋯
Ν

才
才

毛书
图 �

万 二 � ,

夕Π Υ ,

之 Π 树 ,

晶
二 三色; ∀ Ρ乙; ∀ Ρ卯 ,

6 & 8

Θ口
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Τ Β Σ 卿 ,

Θ刀一上兰 ΡΒ Σ 口
一 ?

。

爪

Χ 二 一口
。

Κκ
%

κκ
‘

κκ
#

. < Χ Β#≅ ∀ Σ 函数为

. Π 入
Β / Ω 入ς Υ Ω 入 留 一

入Ψ &

。 「 Θ
, 、 。

%
, %

。 、 %

〕
Ω 户,

ι

下于 戈人‘““ 3 ‘Θ “ “甲 Ω 人“““ Ρ口”’”沪 Ω 人“Ρ ’马口8 一 “∋

(
6Φ Ι 8

共辆方程为
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又
Τ Π

Π Ι ,

丈
Ν Π

Π Ι ,

又
Ν Π

Π Ι Ζ

Π 一 入
# ,

6Φ � 8一一Φ

%几人
#
少
」

Π 一 入Ν
,

器丝
即
登器妞
。
盟黑一一一一一一一

戈
。二

戈
。 Π Π 一 入 ,

又
, Π 终6、‘。

。 Ρ ∀ 7 。Ρ , Ω 、。7 ∀ Ρ ∀
Ρ Β# , Ω β Ψ Ν ΒΣ 。8

%

%
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⋯#
κ
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%

κκ

横截条牛
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Τ
占Λ Ω 入�乃刀 Ω 乳 

ε Ξ Ω 入。ε 左 Ω 入
Η
占Υ Ω 入。ε梦 Ω 入∋ [Χ 一 占!

了 Π Ι ,

即

. 6≅
,
8 Π Ι ,

入� 6≅
,
8 Π 入� 6≅ , 8 Π 入Ρ 6≅

了
8

二 Ι ,

及

入
‘
6≅

了
8 ; ∀ 3 3

了; ∀ Ρ乡Τ Ω 入。6≅
,
8 ; ∀ Ρ∀

= Ρ Β Σ ∀
, Ω 入

。
6≅

了8 3 ΒΣ Ρ
, 一 � Π Ι ,

务中Ι, 为给定的末速水平倾角
,

Ι
Ν

为末速度在 Λ 夕平面的投影矢量与
Λ 轴的夹角

%

由式 6 Φ � 8
、

6 Φ  8
、

6 Φ Φ 8 有

入
#
三 Ι ,

久
�
三 Ι

,

入Ρ
三 Ι ,

久一三入
Τ
6≅

了
8

,

入
。
二入。6‘

了
8

,

入Ψ三入Ψ 6≅
了
8

,

且入
% , 入Ρ

,

坑不同时为零
%

由极大值原理
, 切角使入

Τ ““”Δ “”“卯 Ω 入Ρ ∀ ∀Ρ ∀Ρ ΒΣ 甲达对极大
,

故与第一节相似
,

可得

6Φ � 8
·

6Φ  8
·

6Φ Φ 8

6Φ Η 8

6Φ Ψ 8

6Φ ∋ 8

6Φ Δ 8
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8

丫氏 6≅ 万下平八幻8
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再由控制口使入
Τ ; ∀ Ρ ∀ ; ∀ Ρ甲 Ω 入。; Ι Ρ口Ρ ΒΣ 甲 Ω 入

Ψ Ρ Β Σ 夕达至⎯极大
,

知角夕也取定常值
%

7 ι
%

,
。

。
% , : ·

门 ,

左日二

—
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执
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亡χ
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Ι
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即 由入
‘、 入。

、

场及甲
、

夕取常值知_ 。也取常值
,

再由无
。6%8 ] ∴知_ 。恒大于零

%

因此
,

最优控制为

‘夕
攀三夕=Σ Ν Λ ,

9
β , 二 , 。 ,

6Η � Ν

⎯ 日牛三 夕
。 。

选取坐标系使火箭初速度有如下分量形式
Ν

咨6∀ 8 ΠΠ 6∀
, 廿。 , 加。8全

,

且
。8 Ι

%

做积分求出末速度分量为

/ 6≅
,
8 Π ; Θ ∀ Ρ

夕。。Ι Η卯。#。 二色
,

几

”“
,

, 二 “。。““。“加 切。’Σ
一

汗
Ω ”。 ,

“‘,
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令
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所以
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6才
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爪 �
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∋陀 #

由于 Ι ϑ 口。ϑ 二 ΚΞ
,

故上式末项在切
。 Π 二Κ �时达到最货

,

因而最优控制有甲
。 二 二

Κ �
, Ν 6≅ 力 Π ∀ ,

再根据限制 条件知 ∀。应满足条件脚 6≅
,
8 ΚΥ 6≅

,
8 Π ≅ ? 乞

从以上讨论可以看 到
,

无论如何选择坐标系
,

最优控制使飞行轨道在初始速度所在的垂

直平面内
%

对二级火箭
,

由第一级的最优性
,

它是沿垂兰平面飞行的
,

后一级火箭则由上述结论知

它在第一级熄火时末速度所在的垂直平面内飞行
,

这说明二级火箭在空间飞行的最优轨道是

在某垂直平面内
%

对一般
Σ 级火箭

,

如果要求在末速水平倾涌为夕
,

的条件下作不定点飞行
,

则火箭的最优

控制使之在垂直平面 内运动
%

而点火时初速为零的条件下
,

由球对称性
,

此运动平面可以与

任何需要的方 向重 合
。

火箭作空间飞行时其最优控制使之作垂直平面运动
,

则控制变量夕
、

口的取值与火箭在此

平面飞行的最优控制相同
,

因此空间问题就化为平面问题了
。

空间飞行的最优控制可通过垂

直平面飞行的最优控制来计算
%

换句话说
,

本文至此完全解决了空间中
Σ 级火箭做不定点飞

行的最优控制问题
%
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