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降次线性算子的一些性质

陈 玛 添

6管理信息科学系 8

摘要 本文主要研究在多项式空间中降次线性算子的一些 与导数密 叨有关的性质

关键词 降次线性算子
,

基
,

台劳展开系
,

双标准正交

! 引言

设尸为由全沐多项式所组成的空间
,

则在这空间中微分算子< = > ? >
≅
具有

Α

6 � 8 线性
Α

对Β
,
Χ 任9及数

Δ ,

刀
,

有< 6Δ厂Ε 刀Φ 8 = Δ < 厂Ε 胭
Φ Γ 6� 8严格逐一降次

Α

6<
‘

Β8 6≅ 86Η = � , � ,

⋯
,

8

较 6<
‘一

丫8 6≅8 低一次
3

不难发现
,

具有性质 6 � 8
,

6 � 8 的算子不止微分算子<
,

例如数值分析川 中的前 向

差分算子△为 6△沂86≅ 8 = Ι6 ≅ Ε 的 一 Β6 ≅8
Γ
后向差分算子甲为 6甲厂8 6≅8 = Β6 ≅8 一厂6≅ 一 ϑ8 , 中

心差分算子为占= 厂6≅ Ε ϑ? � 8 一厂6≅ 一 ϑ? �8 等也是这种算子
3

定义 � 空间9中具有性质 6 � 8
,

6 � 8 的算子称为降次线性算子
〔� ,

记为&3

本文将研究降次线性算子&一系列与微分运算密切有关的性质
3

� 从 / Δ Κ 21 : 级数展开到 / Δ Κ 21 : 展开系

设厂任9 ,

则Β在点≅ = Δ 的/ “Κ21 :级数展开式为

Β6≅ 8 一

习 6< ,
Β86

Δ 8
6≅ 一 Δ 8‘

6 � 8

为把/ Δ Κ21 :

级数展开推广到降次线性算子
,

有启发的特点
,

即

� Λ

现先分析 6 � 8 的一些对后面问题的研究颇

6Η 8多项式 Δ , 6≅ 8 == 6≅ 一 Δ 8 ,
? ΗΛ 6Η = 1

, Η ,
�

,
Μ

,
⋯ 8

,

组成空间9的一个基 Ν 2
,

6≅ 一 Δ 8八 ≅

6≅ 一 Δ 8� ? � Λ
,

⋯
,

6≅ 一 Δ 8了? ΟΛ
,

⋯ Π
。

6 � 8微分算子刀
, = < , 6Ο 二 !

,
�

,
�

,

⋯ 8
,

所组成的序列 Ν<
‘

Π 与基 Ν内 Π 为标准双正 交

且口

本文 � 4阳一∋4 一 �� 收到
3



� Μ � 华 侨 大 学 学 报 � 4 4 �年

< !Δ , = ‘< ‘Δ , , ‘Δ , = “‘, =

Ν
�, 当Η = 厂

,

∋
,

当Η午 Η
Θ

6 Μ 8 < 和 Ν Δ , Π 满足

厂Δ 1 = �
Θ

、

Δ Ο6Δ 8 = ∋ 6ΗΡ ∋ 8
,

6
< 。 Γ Σ 。

Γ Σ ,

。, Ρ 。8
3

6 5 8 设−Δ 为平移算子 6− ΔΒ 86≅ 8 二 Β6 ≅ 一 Δ8
,

则刀与−
。

具有可交换性< −
。 = 几<

3

现在证 明在降次线性算子中
3

有类似于/Δ Κ 2”:级数展开的展开系
3

定理 � 设&为降次的线性算子
,

Ν
Δ ,

Π为Χ 中的一个基
,

则每一厂任Χ 在点二 = Δ
可表为

Β6≅ 8 =

习 6&
Τ

Β86
Δ 8Δ 。6≅ 8 6 � 8

的充要条件
,

是泛函&扩二

证明 设表达式 6 �

6&了8 6Δ8 和多项式
Δ ,
为双标准正交

,

即&
‘Δ  = 占

, , 3

8 成立
,

取Β6
≅ 8 = Δ  6≅ 8

,

即有

“ , 6≅ 8 =

习 6&
‘Δ , 86Δ 8Δ

‘
6≅ 8

,

‘= ∋

由于 Ν
Δ ,
Π 为空间9的一个基

,

所以有

& 、Δ , 二 6&
‘Δ , 86Δ 8 二 占

‘, 3

反之
,

设 Ν &
‘

Π 与 Ν
Δ 。

Π具有双标准正交性
,

并把任 一 Β任9表为

Β6≅ 8 一 习
Δ 1 Δ 、6≅ 8

则应用线性泛函& , ,

即有

6& ,
Β86

Δ 8 =

习
Δ 。

6& , Δ 。8 6Δ 8 二 习
Δ 。占, 。 = Δ , ,

所以

Β6≅ 8 =

习6&洽Β86
Δ 8 Δ Υ 6Δ 8

3

之二 ∋

根据定理 � 的结果
,

我们给出

定义 � 若刀
Δ , 二 氏, ,

则称降次线性算子& 和 Ν
Δ , Π 在点

≅ 二 Δ
构成一个 / Δ Κ 21 : 展开系 Γ

在≅ = 1的/Δ Κ2”:展开系称为ς Δ 1 ΟΔ Ω :

ΗΞ 展开系
3

试例
,

若 记

6二一 8 6 , 二

Ν
�

,

当声= ∋ ,

6≅ 一 Δ8 6≅ 一 Δ 一 ϑ8 ⋯ 6≅ 一 Δ 一 6Ο 一 � 8ϑ 8
,

夕= � , � , Μ ,
⋯

且取& = △
, Δ , 二 6≅ 一 Δ8 ‘ 8

?Η + 和
,

则易知及
Δ , = 6△

‘Δ  8 6Δ 8 = 氏, ,

故每一了任9均 可 表 为

Β6二 8 =

负6△
‘

:8 6
。

尸牛妙夕二
3

瘫仁石 � Λ Ξ
’

/Δ Κ2“:
展开系有如下一个后面证明中要用到的特性

,

即
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定理 Ψ & 和 Ν
Δ ,

Π 在≅ = 扮构成/ Δ Κ21 :
展开系的充要条件是

Α 628Δ 。 = � , 6� 8Δ , 6Δ 8 = 1 ,

当 Ο8 ∋ Γ 6 Μ 8 & Δ , = Δ , 一 Α ,

当ΗΡ ∋
3

证明 设全部条件均成立
,

则& Δ , 二 Δ , 一 Α ,

少
Δ , = 价

一 Α ,

⋯
,

刀“ , 二 殉
一‘,

6 Η8 Η 8
,

故
Δ , 一‘

6Δ 8 = ∋
,

当ΗΡ Η
,

6& ‘Δ Ο 86Δ 8 = Δ 。6Δ 8 == � ,
当Η = Η

Θ

&
‘一 Δ 。= !

,

当ΗΡ 了
,

即

& ‘Δ , = 6石‘Δ , 86Δ 8 == 占‘,
。

反之
,

若&和 Ν Δ ,
Π 在≅ = Δ

构成一/ Δ Κ21 :展开系
,

则由定义 �有
Α 6 Η 8 Δ 。二 Δ 。6Δ 8 == 6& 1Δ 。8 6Δ 8

= � Γ 6 � 8 当Ο8 ∋时
, Δ , 6Δ 8 = 6& 1Δ , 86Δ 8 = 占。, = ∋

,

而由定理 �
,

有

6& Δ Ο8 6≅ 8 = 习6& , 6& Δ , 886Δ 8Δ 。6≅ 8

习“, 十 Α , Δ Α 6≅ 8 = Δ , 一 Α
6≅ 8

=

习 6& 七十‘Δ 户 6Δ 8Δ Υ 6≅ 8

由定理 � 可以推知
Α

若 Ν
Δ ,

Π 为满足条件 6 2 8
,

6 � 8
,

6 Μ 8 的基
,

则必存在唯;

的降次线性算子&
,

使 &和 Ν
Δ ,

Π3 在
≅ = Δ

构成一个/ ΔΚ 2。Α
展开系 Γ 反之

,

对每一降次 线 性 算

子& 及每一实数
Δ ,

必对应地有唯一的一个基 Ν
Δ ,

Π 在≅ = Δ
构成一个/Δ Κ21 :展开系

3

特别地
,

对

每一降次线性算子
,

必存在唯一的基 Ν
Δ ,

Π
,

使& 和 Ν
Δ ,

Π 构成ς Δ 1 2Δ Ω: 扭展 开 系
3

试例
,

设
≅ , = 二。 Ε Οϑ

, 1毛Ο簇Ξ ,
ϑΡ 1

,

)为均差算子
,

定义为

6) 1
Β8 6万

。8 = Β〔≅
。〕二 Β6≅ 。8

,

6万:86
二。8 二

:〔
≅ 。 , 二 Γ

〕= 卫迪卫二立丛�
劣 Θ 一 工。

6) Ψ
Β8 6

≅ 8 = Β〔≅
。 , ≅ Α , ≅ Ψ〕= Β〔≅

2 , ≅ Ψ〕一 Β〔≅
。 , ≅ Γ

〕 Σ 6) Β86万
Α
8 一 6)Β 86≅ 。8

义 � 一 劣 。 ≅ Ψ 一 万。

6)
”

Β86≅
。8 =

Β〔
≅ 。 , ≅ Α ,

⋯
, ≅

。

〕= Β〔
≅ Α , ≅ Ψ ,

⋯
, ≅ Α

〕一 Β〔≅ 。
, ≅ Α , 琴 Α ,

⋯ , ≅ 一Α 〕

万 扮 一 Ζ 。

Σ 6)
” 一 ’

Β86≅
Α
8 一 6)

”一 ’

Β86≅ 。8
一 ≅ 。 一 ≅ 。

易知 )为降次线性算子
3

若取
Δ , 6≅ 8 = 6≅ 一 ≅ 。8 ‘ ,

? ΟΛ
,

则有
Α 6 Η 8 Δ 。 = � , 6 � 8 Δ , 6≅ 。8 = 1

,

当Η8 ∋ Γ 6 Μ 8 6) Δ , 86≅ 8 == 〔Δ , 6≅
Γ

8 一 Δ , 6≅ 8〕? 6≅
Α 一 ≅ 。8 二 〔谬, 6万 Ε ϑ8 一 Δ , 6≅ 8〕? ϑ = 〔6≅ 一 ≅ 。8

·

6≅ 一 ≅ 。一 ϑ 8
,

⋯
,
6≅ 一 ≅ 。 一 6Η一 � 8ϑ8〕? 〔6Η一 � 8 Λ 〕= 6) Δ , 一 Α 8 6≅ 8

。

所以
,

由定理�
,

) 与 Ν Δ,3 Π 在≅ = ≅∋ 构成/ Δ Κ21: 展开系
,

即对了任尸
,

有

Β6≅ 8 =

习 6) ‘
Β8

, 、

6≅ 一 ≅
。

8 6
‘8

“‘。’
一

一万一
; ’

正如在微分运算中/ Δ Κ21 :
级数与 ς Δ [2Δ Ω : ΗΞ 级数的关系一样

, / Δ Κ21 :展开系与ς Δ [ 2Δ Ξ : ΗΞ

展开系也有下面类似的关系
,

即
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定理 Μ 设 &为降次线性算子
, 一

Ν
Δ ,

Π 为使 &和 Ν Δ , Π 构成ς Δ ∴ 2Δ盯 ΗΞ 展开系的一 个 基
,

则& 和 Ν
≅ 夕6≅ 一 Δ8 Π 为一在

≅ = Δ 的/ “Κ 21 :展开系的充要条件是

& −
。 = 五

。

&
。

证明 设 & − 。 =
−Δ & ,

则 对 于 基 Ν Δ , 6≅ 一 时 Π
,

有
Α

6 � 8 Δ 。
6≅ 一 Δ8 = Δ 。

6≅8 二 � Γ

6 � 8 Δ  6≅ 一 Δ 8�
二 一。 = Δ Ο61 8 = 1 ,

当 ΟΡ 1 Γ 6 Μ 8 & ‘了6≅ 一 Δ 8 = & −
Δ Δ ,

6≅ 8 = 刀
Δ

& Δ 了
6 二 8 =

− ΔΔ , 一 Γ

6≅ 8 = Δ , 一 �

6≅ 一 Δ8
3

所 以
,

由定理 �
,

&和 Ν
Δ ,

6≅ 一 Δ8 Π 在 ≅ = Δ 构成/Δ Κ 2“:

展开系
3

反

之
,

若 &和 Ν
Δ , 6≅ 一 Δ8 Π 在 ≅ = Δ 构成一个/ “

Π2
。 :

展开系
,

则对任一厂任Χ
,

可考虑它的 ς Δ ∴
垃

Θ

Ω : ΗΞ 展开

Β6≅ 8 =

艺 6&
‘

Β8 61 8Δ
、
6≅ 8

3

由定理 � ,
& Δ ,

6≅ 一 Δ8 二 Δ 。 一 ,

6≅ 一 Δ8
,

于是有

6&刃
。

Β86≅ 8 =

艺 6&
“

厂861 86& 刃
。 Δ 、

8 6≅ 8 =

刃 6&
‘

厂8 618 6&
Δ 。6≅ 一 Δ 88

二

习6&
‘

厂861 8。
、一 2

6≅
一 。 8

= 刀
。

万6&
‘

Β8 61 8Δ
、一 Γ

6≅ 8

=

艺 6&
Τ

厂8 61 8−
Δ Δ 、 一 2

6≅ 8

= 6−
。

&Β8 6≅ 8
,

& 刀
。 = 刃

‘Ψ

&
。

为了进一步研究具有性质 & −
。 = 刃

口

& 的降次线 性算子的特性
,

给出

定义 Μ 对一切
Δ ,

恒满足& −
。

= −
1

& 的降次线性算子
,

称为/ Δ Κ21 :

算子
3

试例
,

易知

刀
Δ

< = < 五
“ , 五

。

△ = △五
。 ,

几] = 甲 −
。 ,

) −
。
= −

Δ

)
, − 沪 = 占百

。 ,

所 以算子<
,

△
,

甲
,

)
,

己均为/ Δ Κ21 :

算子
3

� / Δ Κ2 1: 算子的特性

下面用两个定理从不 同的角度来说明/ ΔΚ 21 :
算子的特性

3

定理 5 设 &为 降次线性算子
,

它关于基 Ν到 ?Η Λ Π 的矩阵为 61 Η, 8
,

则 &为/ Δ Κ21 :
算 子

的充要条件为
Δ , , 十、 = Δ 1 。

6 ⊥ 8 ∋ 8
,

即矩阵6口
, , 8每一上对角线的元素相等

3

证明 由于&为降次线性算子
,

对 Ο = � , � , Μ ,
⋯有

了 Ζ  Σ Σ ,

Ζ

力
而

“ “。’一 ““

丁
Ε Δ Ψ  一

Ζ Ο 一 �

十 ”
‘

十 “‘一 ” 行二劝厂
Ε !

劣Ο Ε �

6ΟΕ � 8 Λ
Ξ甘Ε

到一ΗΛ

及

& 628 == ∋
。

所以&关于基 Ν 到?Ο Λ Π 的矩阵
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、飞2[⎯:[
3

⋯Λ
尸

Δ1Δ2几。
��� !

�
��∀

#

一

⋯
∃ % & ∃ % ∋

% ∃ 一(

! !

! !

# 当) ∗ +, ∃ ‘, ,, − ∗ ,

. .

⋯
.

⋯
口

. .

⋯为上三角形矩阵
,

同样对平移算子/%
,

由于

几 # ) ∗ , ) , ) 0 !字擎
0 %

12

兰生 0 .

⋯
3 3 艺卫

/∃斗
, # 4 一 ∃ ∗ 5

了6

# 一 仓 ∗ 了
二

一

—
兀

—
十

少名

# 一 ∃ ∗ 了一 3

#夕一 3 ∗ 7

8

—一 0
9 3

# 一 ∃ ∗ , 一 (

# +一 ( ∗ 6

8 (

( 6

十 ⋯ 0 一乡生
+6

0 !
下

4 夕0 )

0 3 ∗ 6
0

所以 / 。

关于基 : 4 , ;) 6 < 的矩阵

、
、=

=
3=33;口�∀口�>?!瓦久3# ‘6 , ∗ ,

⋯
3

!

!

!

西!
3

? % ∋

3 西3 (

! 3

! !

. “

”

也是上三角形矩阵
.

其中

!
,

当 ) ≅ )
,

# 一 ∃ ∗ , 一 ‘

# ) 一 ) ∗ 6 ” 当Α《万
。

Β+Χ
一一Δ

‘
.‘

峪

白

、、
.

Χ6
=
.
.

=
=
..

矩阵
。 ‘, 和?

‘, 的乘积为

−

‘。
‘

”# ? ‘” ,

⋯
!

!

!

∃ % ) ∃ % ∋

! ∃ ) ∋

! !

! !

Ε % Χ

−

? % &
?% ∋

3 ?
Χ ∋

! 3

! −

?%∃?ΧΦ标3
3工 日�甘�∀

, # 2
, 5 ∗

。。

,’...3川
Ε%∃ΕΧΦ枷。⋯

丫日日日日日八ΕΧ&Ε%&

Γ日八曰Η
.。.

−

∃%∃Χ勺。⋯!!!

�
�..。�日

.。.

一Χ
、、、

其中
了

Ε ‘, 一

习
∃ ‘。

?
, , ,

习
∃ ‘。

# ΑΙ ) ∗
,

介二 ‘0 3 ϑ , ‘ 十 3

# 一 ∃ ∗ +
一 七

#+一 ϑ ∗ 6

得
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β、
3

χ

χ
一
Λ
2

3

⋯
3

⋯
3

⋯
� ∋ Δ 1 2 叮∋ � Δ 1 Μ

∋∋∋⋯>1>2丸∋⋯
州

Λ

一⋯3�
川

一
δ

一
Ν

6一 、6。
‘了8 二

⋯
之

β

∋

∋

西
∋ �

乙
∋ �

� ε
� �

∋ �

∋ 口 � �

! ∋

∋ ∋ ∋ ∋

口 � Μ

叮 � Μ

∋八曰
⋯

> 1 2
>

1 Ψ

∋ >
� �

∋ ∋

∋ ∋

二 6>
‘, 8

饥阮札�⋯∋∋∋∋⋯

:

?Γ+
&

2[[
Ο

[[2

2
β

一一

其中
 ; 3  一 ‘

>
‘, =

习ε
, 、Δ 、了 =

习
Δ 、Γ

6Ηφ Η8
乏二

6一 Δ 8
无 一 ‘

6Τ 一 Η8 Λ

由于&为/ ΔΚ 2“:

算子
,

所以 & −
。
二 −

。

& ,

即 6‘
, , 8 = 6>

‘, 8
,

由此得

习
“ ‘Ο Θ 6 一 Δ 8Ο

一左

6Η一 Τ 8 Λ
二

习
。 、, 6一 Δ 8

Υ 一 ‘

6Τ 一 Η8 Λ

比较上式两边
Δ 的同次幂

,

即得ΔΗ , 一 Γ 二 Δ , Ε , ,

, 6Α 8 1 ,

Ηφ Ο8
,

这说明矩阵6口
‘, 8的每一上对角线

的元素均相等
。

由于上述的论证过程显然是可逆的
,

故定理得证
3

定理 . &为/ “Κ2“:
算子的充要条件是

Α

它具有形式

& =

习
Α

刃
“

6Δ 2
寺 ∋ 8

。

6 Μ 8

证明 设&为任一/ “
Π:2
”:

算子
,

且八≅8 任9的/ “Κ 2”:展开式为

Β6≅ 8 =

万6< , Β861 8
Ζ ,

丁= ∋

对上式应用/ “Κ2“ :
算子&及定理 5 的结论

,

有

‘&‘, ‘
· , =

馨
‘< 于
‘, ‘“, &

书
‘< ‘, ‘∋ , “。

� Ε ‘< ’
‘, ‘“, ‘Δ ! Ψ Ε Δ � �

命
,

Ε ‘< Μ
‘, ‘“’‘Δ

∋ 4 Ε Δ � Μ

流一 Ε Δ � Μ

�
一 8 十

Ζ �
Ε 6< ,

‘, 6。, 6Δ 。, Ε Δ 2 , 一

介
万 夕一 +

Ε ⋯ Ε 口 了Σ � 下

—
’

6Ο一 � 8 Λ
8 Ε

了一 � 了一 �

=

习6< ,
Β861 8习

Δ ‘, Ζ ‘ =

习 6< ,
Β861 8习

Δ ‘
,

‘十 6, 一 Α 》

才= �

Α丈
丁二 � 落二 ∋

Ζ ‘

Η Λ

=

艺 6< ,
Β8 61 8习

Δ 1 ‘一 ‘ Ζ ‘

了= + 止= ∋ 馨一恩
‘“ ’‘’‘”瑞丢谕了

Ζ ]
一 无

一

习
Δ 。, ,

6<
‘

Β86≅ 8
= 6习

Δ 。Υ < “
Β8 6

≅ 8
,

北= � 北= �

显然上述的论证是可逆的
,

故定理得证
。
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由定理 _ 见/Δ Κ 21 :
算子与微分算子有密

一

切的联系
,

当Δ , = � , Δ 。 = 1 6Τ 二 � ,
Μ , 一》时

,

&’即

为微分算子<
,

而其余的/ 叮21 :

算子均可表为微分算子< 的 “无穷幂级数
” 的形式

,

例如

当 Δ Γ 二 ϑ
希

? 们 时
,

前向差分算子即可表为

△ =

鑫等
“

、【�」·

Μ 关于降次线性算子的链锁法则与
“

中值
”

性质

导数运算的一个重要性质是所谓链锁法则
3

这法则对降次线性算子&来 说 是 否 普 遍 成

立 γ 下面研究这个问题
3

定义 5 对厂
, Φ 任9

,

记 6Β
1 Φ 86≅ 8 = Β6Φ 6≅ 88

,

若

6& 6Β1 Φ 88 6≅ 8 = 6& Β8 6Φ 6≅ 8 86& Φ 8 6≅ 8
,

6 5 8

则称降次线性算子 &为链锁算子
3

定理 α 在降次线性算子中
,

< 是唯一 的链锁算子
3

证明 6 � 8 先证在/ Δ Κ 2“ :
算子中

,
< 是唯一的链锁算子

3

由定理 _ 知
, / ΔΚ 2“:

算子& 必

可表为

& =

名久
‘
<

‘
6入

,
今。8

,

Η = �

在链锁法则 6 5 8 中
,

若取厂6≅8
“ Φ6 ≅8

二 解
,

则得入Γ = � , 入� “ 入Μ “ 入
‘ 二 ∋

3

现设存在某 些 其

它非零的系数入
, 6Ο 8 _8 使

·

& = < Ε 入, < Ο Ε ⋯ 6Ο8 _ 8
,

于是在链锁法则中取厂6≅ 8 = 尸
,

Φ6 ≅8
= 妙

,

有

‘& “
。Φ , , ‘Ζ , = �‘Ζ ΨΟ 一 ’ Ε ‘

一汾竺
一 Ε

一

6&厂8 6Φ 6
≅ 8 86& Φ 86≅ 8 = Ψ Ο≅ Ψ  一 ‘ Ε ΨΟΛ 入, ≅ Ο Ε ⋯

,
6Ο妻 _ 8

,

比较两式同类项系数
,

即得当Ο8 _时
,

入, = 。,

此与假设入
, 今 。6Η8 _8 矛盾

,

所 以 当 ΗΡ 2 时

崎二 ! ,

从而& = <
3

6 � 8 证明每一链锁算子&必是 / “Κ21 :

算子
。

设 Ν Δ Ο Π 为一多项式序列
,

它与&构成ς Δ∴ 2Δ Θ

Ω: ΗΞ 系
,

则由定理 � , Δ 。 = � , Δ Α = 久≅6 入今 ∋8
,

且& “
Γ
6≅8

“ Δ 。 二 � ,

即 & ≅ 二 �八
。

但若 在 链 锁

法则 6 5 8中取Β二 Φ = Δ , ,

则得入二 �
3

于是对Β任9 ,

有

6&−
“

Β86≅ 8 = & Β6≅ 一 Δ 8 = 6& Β86≅ 一 Δ 8& 6≅ 一 Δ 8 = 6& Β86≅ 一
Δ 8

= 6−
。
& Β86

≅ 8
,

所以
,

&为 / ΔΚ 21: 算子
,

从而由 6 � 8 可知& 二 <
。

可见
,

链锁法则是导数所独有的特性
。

#1 22[ 定理是导数运算中的重要结果之一
,

这一定理所反映的
“
中值

”
性质

,

在 降 次 线

性算子中也不是普遍成立的
3

为证明这问题
,

我们先引进一个概念
3

定义 _ 若对一切Β 任9和实数
Δ ,

ε
,

当Β6
Δ 8 = Β6石8

= 1时
,

恒有言任6Δ ,
ε8使 6& Β86言8

= 1 ,

则称降次线性算子 &为 # ! 22 [
算子

3
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定理 ] # 12 坛算子必是微分算子
。

证明 设&为尽12 2[ 算子
,

先证 明与& 构成ς “。�“Ω: ΗΞ 展开系的唯一序列 Ν
Δ , 必具有形式

Δ , 6≅ 8 = Δ , ≅  3

6 _ 8

由定理 �
,

对厂
= 1 ,

�
,

结论成立
。

现设并非所有
Δ , 6≅8 均有这种形式

,

令
Ξ
为使

Δ 。

6≅8 二砂9 6≅8 的

最小正整数
,

其中96 ∋8 年。
,

且 �6 Τφ Ξ 3

于是若对实数
Δ ,

令 Β6 ≅8 = Δ 。

6≅8 一护96 Δ8
,

则 有

Β6 Δ8 二 Β6 ∋8 二 ∋ ,

而在 。 , Δ 之间不存在言使 6& Β86如 = 1
。

事实上
,

由定理 � 有

6五Β86二 8 = 6五Δ ,

86二 8 一 应6些 6五Δ 七
86二8 = 。 , Σ Α

6二 8 一 夕兰丝
Δ , Σ Α

口 七 召 舌

二 Δ

一
≅ ” 一 ’

一粉
Χ ‘Δ , ≅

‘一 ‘= ≅ ‘
一 ’
‘Δ一

≅ 一
“ 一

贵
Χ ‘Δ , ,

,

由于96∋ 8午 1 ,

可取一
Δ 斧 。 ,

使上式右端两因子之积在 。 , Δ 之间总保持正号或负号
,

即 在

! , Δ 之间不存在雪使6&厂86如
= ∋

3

这与&为# 122
”
算子相矛盾

。

所以对所有的Η
, Δ , = Δ , 对

。

其次若设刀
。 二 夕。 一 ,

? >
, ,

则&护 = 6心
一 �

?Δ
Υ

8≅
“ 一‘ = 凡≅ “ 一 ‘,

由于 Δ 。 = Δ 。二 � ,

若 取
Δ Α 二 � ,

则

刀
, 二 �

3

现进一步来证 明对所有的ι Ρ � ,

刀
二 “ ι

3

应用归纳 法
,

假 设 Η二 � , � ,

⋯
, ι 一 � ,

夕
, = Ο

,

并引进辅助函数

Δ 二6义8 = 6≅ 一 入
Α
8 6≅ 一 入

�
8⋯ 6≅ 一 久

, ‘

8 6入
�

φ 久� φ ⋯ 6 入
, 。
8

,

由于&为# 12 2[ 算子
,

且‘在区间以
Γ ,

硫〕有ι 个零点
,

所以 & ΙΞ 一 ‘Δ , 在 6久
� ,
入砂内有一零 点

。

但由归纳假设
,

有

6& ‘
一 ’Δ 。 86二8 “ 刀

。 6�Ξ 一 � 8 Λ ≅ 一 6入
� Ε 入� Ε ⋯ Ε 入。 86ι 一 � 8 Λ

,

上式仅当
≅ 。 =

艺肠?刀
。
等于零

,

且对一 切入
� ,

肠
,
⋯

,

瑞
, 要使、 任6入

Α ,

硫 8仅当刀
。 二 ι 才

Η = �

有可能
3

因此
,

对所有 ΗΡ 1 ,

刀
, = Ο

,

从而
Δ , 二 为?2’ Λ

,

且&护 = Τ护
一 ‘,

所以

& = <
。

可见
, # “

�2[ 定理所反映的
“
中值

”
性也是微分运算所独有 的特性

3

5 推广线性算子到更大空间的问题

上面在空间Χ 中研究了降次线性算子一系列与导数运算有密切联系的性质
,

把各种降 次

线性算子统一在/Δ Κ2“ :

展开系之中
,

并证明了微分算子的两个独有的特性
—

“链锁 ”
性 和

,’中值
”
性

,

给古典微分运算的唯一性以一种新的认识
。

下面进一步研究把 降次线性算子的

运算从空间9推广到更大空间的问题
3

设7
”斗’
是由〔Δ

,

妇上具有 6Α 十 28 阶连续导数的全体函数所构成的空间
,

则数学分 析 中的

/ ΔΚ21 :
定理可表述为

Γ
设 Β〔7

” 十 ’, ≅ 。
任〔Δ

,
ε〕

,

则成立

, 6丫卜 , 6
。

卜

半
6Ζ 。 , 6

一
, Ε

学
6一 , ‘Ζ

一
, � Ε ⋯ Ε 6<

”

Β8
6≅ 1 86≅ 一 ≅ 1 8

协

Β6
’ Ε 玉86言8

6犯 Ε � 8 Λ
6≅ 一 ≅ 1 8

” Ε Η ,
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其中杏介于≅ 。与劣之间
。

现在来证明在空间7
” 十 ’

中
,

对降次线性算子& 也有类似于/Δ Κ2。 Α

定理 的如下定理
3

定理 Μ 设 6 � 8 Β〔7
· ‘’,

多项式尸
”

6≅ 8 =

艺 6&
‘

Β86
≅ 。8Δ

‘
6≅ 8且 &

‘Δ , 二 己
‘, Γ 6 � 8 在 点

点
Δ 6 ≅ 。φ ≅2 φ ⋯ φ ≅ 。 = ε处

,

Β6≅
‘8 “几6从 8

,
Η二 ∋ , � , � ,

⋯
, Α 3

则对任一币任ϕΔ
,

妇
,

有

Β6≅ 8 ==

习6& ‘
Β86≅

。8Δ ‘6≅ 8 Ε # 。
6≅ 8

,

公二 !

] 8

其中余项

#
。

6≅ 8
Σ Β

6” 十 � 86省8

6雄 Ε � 8 Λ
6劣 一 ≅ 1 8 6≅ 一 ≅ ,

8⋯ 6≅ 一 尤 。

8
,

言介于
≅ 。
与≅ 之 间

。

证明 由给定条件知#
。

6幻8 二 ∋
,
了= ∋

,

�, �
,

⋯
, 权

。

于是

天
。

6≅ 8 二 Τ 6≅ 一 ≅ 1 8 6≅ 一 劣≅ 8一 6≅ 一 , 8 , 云口
。

6劣8 , 6 ⎯ 8

其中Τ为待定的常数
3

现把
≅
看成〔

Δ ,

幻上一个固定点
,

并作函数
( 6Ι 8 = Β6Ι 8 一 9

。

6Ι 8 一 ΤΔ
。

6Ι8
,

则 由给定条件可知
,
尸6Ι8 在点≅ 。 , ≅ Α , ≅ Α ,

⋯ ≅ 。

及 ≅
处均为零

,

故尸6Ι8 在〔Δ
,

幻上有 6拄 Ε 幻 个 零

点
,

从而由# 1 Ξ [
定理

,

尸 6Ι8 在( 6Ι8 的两个零点之间至少有一个零点
,

故(2 6Ι 8在〔Δ
,

幻 内 至

有 6Α Ε � 8个零点
,

再应用# 1 22[定理
,

可知(
“
6Ι 8在〔

Δ ,
ε〕内至少有

Ξ
个零点

。

依此类推
,
( 6” 十‘86Ι 8

在 6Δ
,

的内至少有一个零 点
,

令言任6Δ
,

ε8 表示这个零点
,

即有

( ‘。 Ε , ’6言8 = Β‘
” 十 ’8 6否8 一 6 Ξ Ε � 8 Λ Τ = ∋

。

于是

Τ = Β
6”

川 6言8

6Ξ Ε � 8 Λ

把它代入式 6 η 8
,

即得

#
。

6≅ 8 “ Β
‘” 十” 6占8 一 δ 一、

一厂 一

兀
屯 二一 。” 、六 ? Θ

叹Ξ Ε 2 Ο Λ

推论 在区间+上
,

当且仅当 ϑ ι #
,

6≅8 = ! 时
,

Β6≅ 8

其中

最后看定理 η 的几个特例
。

二

习6&
‘

Β86≅ 。8Δ
‘
6‘ 8 6≅ 任+ 8

,

&
‘Δ  = 占‘, ,

6 � 8若 取 & = △
, ≅ ‘ = ≅ 。 Ε Ηϑ6Β= ∋

, Η , δ ,

⋯
, Α 8

,

9 6≅ ‘8 = Β6≅
‘

86Η = 1
,
Η

, � ,

⋯
, , 8

,

且△
‘Δ , = 占

‘, ,

有

Δ ‘

6≅ 8 = 6≅ 一 ≅ 。8“ ,
? 6Η2 ϑ

‘

8
,

则 由于

:6
二 8 二女

6△
‘

Β86≅
。

尸兰典Ν丝
高

‘

;
’ ‘ 、” Ω ‘

�+ ϑ
‘

占介于 ≅ 。与 ≅ 。

之间
。

此即为前向差分公式
〔‘, 3

6 � 8 注意到 Β〔≅
。 , ≅ , , ≅ Ψ ,

⋯ ≅ ,

〕== 〔6△
”

Β86≅ 。8〕? 6川

6≅ 。8〕?
Ξ Λ

,

式 6 4 8可写成

Ε

嘿黑钾6二 一动
· Ε ‘

吸九 十 Η  里
6 4 8

ϑ
“

8
,

且 2ΗΞ Β〔≅
。, 劣 Α ,

⋯
, ≅ 。

κ = ϕ Β‘
’ 8
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Β6
≅ 8 = Β6≅∋ 8 Ε Β〔≅

。, ≅ Α 〕6≅ 一 ≅ 。8 Ε ⋯ Ε Β〔≅
。 , ≅ Α ,

⋯
, ≅ 。

〕6≅ 一 ≅ 。8丈劣‘ ≅2 8

⋯ 6≅ 一石
Σ Α 8 干 犷

‘” Ε 、》6杏》
6砚 Ε � 8 Λ

行“
甸8七二“ Ι28 二Τ’Θ

≅
,

8 6若介于≅ 。

与
≅ 二

之间
、 ,

舒
一

劝、 对上式两边嗽裁银、印得Β在点云‘妙
Α
刃1: 公式又α 》

3

可见定理 η 是/ ΔΚ 21 :定理的推广
。

6 Μ 8若取云会认 么‘ Α ε“ Η,
,

Α

6Η = 1 ,
�

,
�

,
⋯

, 。 8
, Δ ‘6≅ 8 二 6Α 一 ≅ 。8 ‘。, ? 6ΗΛ Υ ‘ 8则得后向

差分公式
,

即

Β6≅ 8
=

息只黔
互“ 一 ‘。’“ ’‘ Β6

” Ε ” 6省8

6Ξ Ε � 8 Λ
6≅ 一 ≅ 。86

” 十 28 ,

考介于≅∋ 与
≅ 。

之间
3

参

ϕ � 〕) Η2> [ ε : Δ Ξ >
,

(
3

6 � 4 _ α 8
3

〔�
‘

〕λ
3

ς
3

菲利普斯
,

μ
Σ Σ

+ Ξ Ι: Δ > Ω [ Ι Η1 Ξ
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